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再 版 序 留 


第 二 版 与 第 一 版 是 著 的 不 同 处 , 主要 是 在 上 篇 (第 一 版 的 第 一 章 )。 
在 第 二 版 中 ,我 放 秦 了 对 积分 方程 的 简略 式 的 化 述 ,而 充分 详 灵 的 引入 
了 必要 的 浴 明 。 无 花 在 应 用 方面 或 者 在 理论 本 身 的 需要 , 都 迫使 我 内 
开 假 届 核 是 加 和 轩 的 簿 一 传统 。 我 用 核 的 平方 的 单 积 从 的 有 界 性 遭 一 假 
融 来 代替 它 ; 在 着 样 假设 之 下 , 逐次 迫近 航 数 和 希 锁 伯 股 - 施 密 特 航 数 
的 一 致 收 钱 性 保持 有 效 。 在 我 所 作 的 假设 下 , 晓 格 的 理 葵 基础 要 以 利 
用 勒 白 格 积分 的 概念 作 前 提 。 不 熟悉 勒 白 格 积分 理论 的 读者 ,应当 把 
所 必须 的 积分 的 存在 性 ,简单 地 说 篇 公 理 。 

在 关於 应 用 的 下 篇 (第 一 版 的 第 二 章 ) 中 ,添加 了 若干 新 的 小 节 ; 其 
中 的 二 个 是 有 关 蕉 三 蕉 的 问题 的 。 其 余 的 改 法 可 久之 认 : 昭 例 地 在 没 
有 证 明 的 地 方 或 仅仅 提 到 过 的 地 方 ,都 输 以 充分 群 罗 的 征明 。 

第 一 版 中 印刷 上 的 错误 与 若干 缺点 ,在 第 二 版 中 已 改正 了 。 计 算 
也 经 过 校 瞪 ,在 必要 的 场合 也 有 所 修正 。 

T. M. 友和 鲁 兆 教 授 恒 工 B.， 卡 托 洛 礁 奇 教授 向 我 指出 第 一 版 中 的 
若干 缺点 。A. A. 巡 洛 特 尼 青 教授 在 书 报 评 葵 中 指出 若干 术语 上 的 铅 
点 。 研 究 生 . A. 依 茨 可 稚 奇 指出 许多 印刷 上 的 错 嘴 。 向 他 们 表示 我 
圳 心 的 谢意 。 

C. 米 险 林 
列 亲 格 勒 1948 年 5 月 


初版 序 叔 


在 最 近 二 三 十 年 中 出 现 了 许多 著作 ,在 其 中 ,用 积分 方程 的 方法 来 

解决 一 些 理 花 上 与 在 桨 用 中 的 重要 问题 。 

例如 ,只 要 指出 在 弹性 况 力学 理 险 方面 ,及 流体 动力 学 的 流 闵 问题 
方面 的 工作 ,已 经 足 狗 襄 明 过 一 点 。 积 分 方程 的 方法 在 振动 的 理 花 中 ， 
在 压 稿 标的 刚性 的 问题 中 ,以 及 在 其 他 群 多 问题 中 所 起 的 重大 作用 ,也 
是 人 所 共 知 的 。 

所 我 看 来 ,把 在 所 狐 的 时 间 内 ,在 杂 诗 的 文献 上 积累 起 来 的 在 积分 
方程 详 用 方面 的 一 般 材料 加 以 条 入 化 的 必要 狂 已 码 成 熟 。 本 书 也 就 是 
迁 样 系统 化 的 营 就 。 | 

本 叫 由 份量 小 不 相同 的 雨 章 所 构成 。 第 一 章 包 括 积分 方程 理论 的 
基本 事实 与 其 解 的 逐次 迫近 法 。 在 过 一 章 中 , 合 有 积分 主 值 的 奇 性 入 
分 方程 理论 估 有 特殊 的 位 置 。 导 一 理 窒 已 充分 完善 地 被 描 订 起 来 , 它 
有 着 极 亿 富 的 应 用 ,但 到 现在 乱 止 ,在 积分 方程 的 教程 中 膛 没 有 它 的 位 
置 。 我 导航 有 必要 在 过 庄 对 众 半 个 理论 的 基本 元 素 作 一 简 述 。 

第 一 章 以 其 不 少 的 部 分 来 包含 通常 在 积分 方程 教程 中 所 外 述 的 材 
料 , 照 例 地 ,在 舌 样 场合 ,我 仅 仪 镍 述 竺 果 , 而 介 各 苇 者 到 相应 的 教程 中 
找 菇 区 明 。 

在 每 一 有 可 能 性 的 地 方 , 理 葵 的 辐 果 常用 数字 的 例子 来 并 明 。 

在 篇 幅 上 大 大 超 允 前 章 的 第 二 章 是 关 从 应 用 方面 的 。 在 目 钱 中 ， 
已 清楚 地 列 办 了 在 第 二 章 中 所 解决 的 闫 题 。 居 豪 指出 :我 是 主要 地 注 
意 从 弹性 体 的 问题 与 流体 动力 学 的 问题 。 导 不 仅 是 由 於 作者 个 人 的 爱 
好 ,而 且 是 因 入 积分 方程 在 得 十 个 毛 域 中 的 应 用 也 最 多 。 再 者 ,我 主要 
地 限 亦 讨 到 直入 与 在 面 上 的 问题 。 人 们 有 了 时 也 不 是 没有 一 定 根据 地 以 


em 
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其 效果 的 不 锡 来 非 杂 积分 方程 的 方法 。 对 堆 三 蕉 的 问题 ,过 个 责 是 
特别 有 效 的 。 篇 了 希望 把 所 讨论 的 范围 限 於 可 能 求 出 有 效 解答 的 情 
涡 , 我 不 得 不 放 奉 对 空间 问题 的 讨论 。 
对 厅 每 一 缺点 的 指出 ,我 将 非常 感谢 。 
C. 米 哈 林 
列宁 格 勒 1944 年 7 月 
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上 篇 ”积分 方程 的 解法 


第 一 章 “ 弗 列 德 和 蒙 型 的 方程 


$ 1. 积分 方程 的 分 类 在 很 多 的 力学 、 数 这 物理 和 机 械 学 的 问题 
中 ,引出 来 下 面 形式 的 方程 
po) 一)| KCe, 9g(G9)as= Fo)， (1) 

其 中 p(z) 是 未 知 夯 数 。 因 未 知 画 数 合 在 积 耸 咏 的 下 面 ,这 方程 叫做 各 
分 方程 。 

我 们 暂 不 引出 过 些 问 题 , 因 其 中 大 部 分 问题 ,将 在 下 篇 中 加 以 分 
析 , 我 们 从 直接 研究 方程 本 身 开 始 。 

在 积分 方 程 (1 ) 中 各 已 知 元 来 ,我 们 欠 以 下 面 的 名 称 : 醒 数 f(z) 
时 做 自由 项 或 右 端 , 画 数 玉 (z, s) 中 做 核 ,常数 因子 入 时 做 方程 的 参数 。 
参数 的 引出 不 一 定 必要 ; 因 篇 可 用 KK,(z, 9) 表示 乘积 K(x, 8， 日 视 
Ki(z, s) 乱 一 新 核 , 则 恒 可 能 使 一 1。 但 在 积分 方程 的 研究 中 ,引用 通 
梯 秦 数 是 很 有 丛 的 。 

钱 分 的 上 下 了 腿 “和 2 将 看 作 雨 伸 有限 常 数 。 

应 注意 的 ,五 程 中 的 套数 入 和 夯 数 4Z)， 玉 (2 s), f(z) 等 可 当 作 
实数 ,也 可 营 作 补 数 。 

积分 方程 的 特 徽 , 实 质 上 , 由 它 的 核 决 定之 。 在 应 用 上 所 常见 的 术 
是 连 夭 函数 ,但 也 有 不 是 连续 的 。 我 们 将 讨论 下 面 三 种 类 型 的 积分 方 
程 * 


12 : 弗 列 德 和 和 宗 型 的 万 各 [上 往 第 一 章 ] 


Ti ee = 


J 


1， 若 当 a<z 和 0 及 a<s<b 有 时, 核 Kl ;) 是 囊 秆 而 数 ;3 或 至 少 是 
使 下 面 的 重 积分 


brp 
| | |K2(z, s) |dw ds 


是 一 有 限 值 的 不 束 秆 丙 数 , 旭 方 程 (1 ) 叫 做 弗 列 德 和 萤 型 方程 。 
2. 若 核 是 下 形式 


H 
K(w, 8) 一 9 


其 中 电 (%,s) 是 有 和 界 黄 数 ; 而 a 是 一 常数 , 且 基 合 下 不 等 式 : 
0<a<l, 
基 方 程 (1 ) 时 做 鄙 奇 性 方程 。 


的 方程 是 第 三 类 型 的 积分 方程 站 中 男子 A(%, 8) 漳 於 4 和 3 的 偏 微 两 
背 存 在 @。 在 时 样 情 况 ,方程 (1 ) 中 所 引用 的 积分 


| K (2, pC)ds=| A A 3 ~ gg(s)ds 
是 发 散 的 。 但 关於 p(2%) 可 取 一 更 记 江 的 假 有 ， 序 它 可 使 上 面 的 积分 的 
主 值 存在 ,也 就 是 下 极限 
im(| K (%, s)p(s)ds++ | K (2%, s)9 Cs)ds ) 

存在 。 

现在 若 方程 (1 工 ) 中 的 积分 在 主 值 存 在 的 意义 下 是 发 散 的 包 , 划 我 
们 就 有 了 第 三 类 型 的 积分 方程 ,时 做 奇 性 方程 。 

我 们 捍 出 克 个 例子 。 

(a) 方程 


@ 道 个 候 训 可 能 用 较 弱 休 件 代 之 。 
合 ” 积 分 主 值 的 概念 ,在 第 二 章 $821 和 22 中 ,有 详 硼 天 明 。 


[$1] 积分 方程 的 分 类 13 


pCo)—| (e+ sp(s)ds = 
是 绅 列 德 和 蒙 型 的 。 因 篇 它 的 核 Kz, 8) 一 ?+ 在 0<z<1,0<s<1 
内 是 束 秆 的 。 在 潮 个 方程 中 ,和 一 1, f(z) =z7。 
(6) 方程 
pCo)—| Inls~slpg(s)ds =f(e) 
也 是 弗 列 德 和 蒙 型 的 。 因 人 篇 它 的 核 巍 然 在 z= 不 是 不 如 秆 的 ,但 重 入 
分 
| ln*|z—s|adr ds 
是 一 有 限 值 。 
(3) 考虑 下 方程 


7(®) -| TE fe) 0<a<1l。  ( 申 ) 
我 们 陨 /(2) 确定 在 区 间 0<z<a 上 且 篇 束 粹 , 旭 迁 方程 在 所 论 区 
“关内 有 意 闵 。 潮 方程 也 可 看 作 一 般 形 式 ( 1 ) , 崔 然 它 不 能 像 上 面 的 十 
个 例 子 那 样 明显 。 短 了 说明 方程 ( 甲 ) 确 具有 ( 1 ) 的 形式 ,我 们 全 


(2 一 8)“， 当 8<z 上 时， 
K(w,s) -| 


0， 当 ?二 2 有 蛙 ; 
则 方程 ( 甲 ) 可 窟 篇 (1 ) 的 形式 : 
p(z) 一 KCs, s)pCs)ds=f(e), 
若 0<a< 却 , 剧 方程 ( 甲 ) 是 蔡奇 性 方程 ,同时 也 是 弗 列 德 和 莹 型 
的 ; 因 篇 重 积分 
| KCa, saz 必 一 | dz| ~ -ay 


是 一 有 限 值 。 
(rT) 方程 
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p(o) 一 | oot -2 二 wd 一 Fo) 
在 秸 分 的 主 值 存 在 的 意义 下 , 渤 方 程 是 奇 性 的 ; 因 需 它 的 核 可 者 如 下 形 
式 : 


1 S 一 
一 t 
~ (2 一 8)c0 本 


而 男 数 
8 一 0 
2 


《2 一 8)cot 


在 区 间 0 和 2z 委 2x 上 是 建 结 的 且 有 微 商 。 

关於 我 们 的 分 类 ,必须 注意 下 述 事 实 。 首 先 , 汗 样 分 类 是 不 完 人 备 
的 ,可 能 有 很 多 的 积分 方程 不 属於 上 述 三 种 类 型 。 我 们 所 以 仅 限 淮 恒 
三 类 型 ,是 因 需 它们 对 於 应 用 特别 重要 。 其 次 , 弗 列 德 和 蒙 型 方程 和 弱 
奇 性 方程 两 者 的 区 别 不 巷 重 要 ; 除 某 些 例外 ,很 多 重要 业 论 对 办 过 雨 类 
型 的 方程 是 相同 的 。 

在 很 多 场合 中 ,所 讨论 的 积分 方程 的 未 知 画 数 , 不 确定 在 了 轴 上 
的 一 个 铬 眉 上 ,而 是 确定 在 一 条 曲 稳 弧 上 , 演 曲 狠 篇 于 面 的 或 空间 的 ; 
或 确定 在 二 灯 或 三 准 的 区 域内 。 在 前 一 情况 ,没有 什么 新 意义 ,只 要 引 
用 曲 粽 驳 的 长 或 其 它 参 数 作 起 自 风量 ,而 此 套数 将 点 的 位 置 确定 在 曲 
入 上 , 剧 我 们 得 到 前 已 讨论 的 各 种 类 型 的 方程 。 

若 未 知 画 数 确 定 在 ” 厅 区 域 2 内 ( 潭 情况 对 共 应 用 很 有 丛 , 平 常 m 
等 从 3 或 38, 一般 地 nn 篇 任 意 的 正 整 数 ) ,於是 我 们 有 下 面 的 方程 来 代 
替 ( 工 ) 

pM)—N| ECM, Mo(MYAM=fM), (2) 


其 中 族 和 六 1 是 8 内 的 十 点 ,而 di 是 区 域 的 元 素 。 如 前 所 论 , 我 们 
移入 篇 央 数 , 丙 数 KK ( 放 , 有 H1) 篇 核 及 矿 开 ) 篇 积分 方程 (2 ) 的 右 端 。 
类 型 (2 ) 的 方程 的 分 类 ,我 们 将 如 下 不 理 之 。 

若 入 分 
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| | FE2ar, M2) aM aa 


是 一 有 限 值 , 则 称 ( 2 ) 是 弗 列 德 和 至 型 方程 。 在 特殊 情况 , 阁 核 是 连 悉 
或 有 界面 散 , 方 程 ( 2 ) 是 弗 烈 德 和 蒙 型 的 。 
用 了 表示 雨点 天 及 Mi 加 的 距 见 ,车 核 有 形式 


K(M, M) = 2, 


其 中 及 (M，, 和 1) 答 有 界 醒 数 , 且 a4 限 在 0<a<n 内 , 则 方程 (2 ) 是 弱 青 
性 型 的 。 
对 从 多 个 炙 量 的 积分 方程 ,也 可 能 葵 以 奇 性 型 的 定 莪 ;不 巡 我 们 将 
不 过 样 作 , 因 乱 和 这 样 方程 对 大 应用 是 很 少 有 用 的 。 
藻 方 程 的 右 端 恒 等 众 雾 , 则 叫 例 羌 次 积分 方程 。 因 此 , 齐 次 方程 有 
下 形式 
po) 一)| Elz, s)p(s)ds=0, (3) 
或 针 订 的 形式 
PM) -MN KG MPCM YAM =0, (4) 


营 右 端 不 屋 等 浴 零 , 旭 叫 做 非 谭 次 方 程 。 

天长 弗 列 德 和 蒙 型 方程 的 理论 上 和 麻 用 上 的 解法 , 思 於 一 个 及 多 
个 变量 的 情况 是 完全 一 致 的 。 因 之 我 们 在 下 灯节 中 ,将 仅 诗 苍 一 个 自 
交 量 的 方程 。 我 们 很 容易 将 所 得 糙 果 逐 用 到 多 个 自 构 量 的 情况 。 


和 和 


称 下 形式 和 的 方程 
| Ks, dp()ds=f(e) (5) 
或 多 个 日 多 量 的 方程 
| EK(M, NopCUDda = (6) 
篇 第 一 种 积分 方程 。 


委 和 
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= 


$2. 素 次 迫近 法 、 解 核 构 念 ” 我 们 开始 研究 积分 方程 的 解 。 在 本 
章 中 $52-9, 我 们 仅 讨 论 弗 列 德 和 蒙 型 方程 。 

对 於 过 样 方程 的 核 ,我们 和 奖 加 以 如 下 限制 : 核 的 于 方 的 息 莉 值 对 雁 
积分 交 量 的 音 积 分 是 一 有 介面 数 : 


六 Eee pa<cu，cs= 沉 网。 (1) 
至 於 自由 项 ,我 们 可 屋 其 平方 的 艳 针 值 的 积分 是 有 限 的 : 
| f(z) |dz<o0。 (1) 
我 们 将 用 逐次 迫近 法 以 求 积分 方程 
po)—X| Kl, s)pCs)ds= f(a) (2) 
的 解 。 篇 迷 到 造 个 目的 ,我 们 将 方程 (2 ) 窟 如 下 形式 
pls) = fo) +h| Kl, Spls) ds, (3 ) 
我 们 取 方 程 的 自由 项 篇 震 次 近似 解 : 


DoKZ ) cz)。 
将 过 个 解 代 入 方程 4 3 ) 的 右 移 ,再 取 所 得 车 果 需 一 次 近似 解 : 
p12) =—f(2)+N| Kle, s)poCs)ds. 
再 和 将 迁 个 一 次 近似 解 代入 方程 (3 ) 的 右 兆 , 依 此 类 推 。 一 般 地 , 若 已 得 
% 次 近似 解 wz)， 则 将 此 解 代 入 方程 《3 ) 的 右 小 ,而 取 所 得 辕 果 估 
(n+ 了 次 近似 解 。 从 是 逐次 迫近 法 ,由 下 面 的 通 推 关 保 来 雁 定 
grt) =f(2)+A| KC, s)pCs)ds。 (4) 

车 逐次 边 近 法 所 得 的 一 齐 近 似 解 一 致 收敛 於 一 栎 限 , 则 个 极限 
就 是 方程 ( 3 ) 的 解 。 若 极限 不 存在 , 划 应 用 逐 广 迫近 法 显然 无 意义 。 

我 们 详 旭 研究 近似 解 的 租 成 形式 。 很 明显 地 ， 

po) 一 Co) 十 | Ks,s) fd 
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其 次 ， 
b 
P25) = f(%) + 下 (2 s)pi(s)ds = 


=f(4) + K(x, s)f(s)ds+ | Ko, KC,8) fF(8) ds, 
在 第 二 个 积分 中 灵 换 其 积分 的 次 夺 。 篇 简略 起 见 , 引 用 下 记号 
Kl%, ;)—| Ka, 站 FEDd (5 
则 得 到 ; 
pa(o) 一 Ce) 二 | Ke, s) Fads + | ECGD)aa。 
完全 相同 的 情况 ,我们 得 : 
poo) =fo) +h| Elo,s) FCs)dst+ | Eales)fCs)dst+ 


th | Ks, s)f Cs)as, 
其 中 
K,(%, s) -| K(%,t) Ka(t,s)dt, (6) 
且 一 般 地 ,有 
po) =f (0) + TN"| Erle, fds; (7) 
K(x, 9) 由 下 面 玛 推 并 傈 确定 


Ki(s,)—K(e,s); Fn(z, =| KG)Knats) dt (8) 
画 数 丘 w(2， 5) 时 做 关於 已 知 核 K(x, 5s) 的 % 次 万 核 。 很 易 订 明 午 
个 碾 核 能 衣 合 较 ( 8 ) 更 篇 广泛 的 下 效 祭 : 
及 (zs -| Fe 有 人 Sdt, ( 9) 
其 中 7 篇 小 於 色 的 任意 日 然 数 。 : 
事实 上 ,我 们 用 ,来 表示 (8 ) 中 的 核 人 Km-1(t,s), 再 代入 同一 
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式 ( 8 ) 中 ,我 们 有 
K(X, s) 一 | | K (zt)K (t,to) RK 2(t,,8)dtidt,, 


核 有 -sb 8) 也 可 能 用 天 ws 表 之 , 依 此 类 推 。 灯 和 炽 过 样 运 算 至 有 限 
次 僻 , 我 们 得 到 下 面 的 表 迷 式 


b b 
Kn(%,8) -| | EC DRG) Kn ,3)atidt2..: 


。。 CT ( 甲 ) 
在 上 式 中 ,我 们 把 对 崔 的 积分 提出 , 旭 杰 篇 下 形式 : 


b b b 
Kg, s) -| dt, | | -| KC(w OR Gt R(t tdi X 


6 b 
X | "， | K(t,, bEK (tr1, tb 4.2) 和 ‘K(tn-1 》 sdtre1: | din 0 


由 公式 ( 甲 ) ,大 括 绒 办 第 一 个 因子 的 多 重 积 分 等 於 KK,(z,,) ,而 第 二 个 
因子 的 多 重 积分 旭 需 开 。，, 全 ,8)。 亦 是 有 


b 
Kn(w, 8) -| K(s, t Km_r(t,, s)at,., 


此 不 将 妃 代 篇 二 我 们 得 到 (9 ) 式 。 
届 近 似 解 是 收敛 的 , 亦 郎 (7 ) 中 的 画 数 趋 让 一 极限 ,区 我 们 得 到 入 
分 五 程 (2 ) 的 解 ,得 个 解 是 一 无 震级 数 形式 
p(O) =f (0) + Dh) Ko Ce) FC) ds, (10) 
其 中 前 nn 项 的 和 等 於 p,(2)。 
我 们 并 远近 似 解 所 构成 狂 列 的 收 伊 性 。 用 Cu 表示 积分 
| IK, sa 
的 上 界 , 且 对 於 Cu 的 值 作 一 估计 。 在 ( 9 ) 式 中 ,人 = 加 一 二 ,出 
Knl%, s) -|. Kn-1(2,t) K (t,s)dt (81) 
对 於 潭 个 积分 ,我 们 应 用 布 里 亚 柯 天 斯 基 - 施 罕 而 蔷 不 等 式 : 
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IK,, 2%, s) |2 | |Kn_1(%, t) |2at | IK(t,s) |?at, 
再 将 此 不 等 式 对 从 s 取 积 分 ,我 们 有 : : 
| IKn(%,8)|? ds<B? | [Kn_1(2,t) |? dt BO 1。 
取 左 端 积分 的 上 经 ,出 有 
CG, < BO,,_1 。 


从 吐 个 授 推 不 等 式 , 开朗 得 到 需要 的 估计 : 
Cn Bm 20, (11) 


我 们 引用 在 讨 葵 中 将 需要 的 一 个 值 
D=y | 1 FC) lo 
对 从 无 窗 级 数 \10) 的 普通 项 ,我们 应 用 布 里 亚 柯 坟 斯 基 - 施 窗 而 欧 不 等 
式 : 
| K, Cw, s) f(as| <| Ka s) [ds | | fC8) |2 ds < O01 D2 Ban-2. 


因 之 ,无 宕 级 数 (10) 的 普通 项 小 认 
DVO1|N|"B™!, 
於是 航 数 (10) 与 以 | 入 | 了 3 篇 环比 的 报 数 作 上 比较 ,前 者 收 化 较 快 。 
从 上 所 述 , 落 | 入 | <B8-!, 显 示 出 方程 (2 ) 的 可 解 性 。 现 在 我 们 姓 明 
六 众 适合 如 个 不 等 式 的 任意 值 X， 方程 仅 有 一 个 解 。 候 如 不 是 进 楼 , 且 
自 2:(z)7 和 os(o) 是 方程 (2 ) 的 两 个 解 。 草 


pr(o) 一 | Kl,s)p Cds=f(o), 
pa(o) 一 人 | (cs)pa()ds=7e)。 
将 性 两 式 相 泪 , 且 合 pi(a) 一 pa(z) 一 oz), 则 得 
oo) = Klos)o(s) ds 
应 用 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 塞 而 区 不 等 式 : 
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oo) | < IMs) Ed lorG@) las; 2) 
将 遭 个 不 等 式 对 从 z 取 积 耸 ,我 们 得 
| exeylaes<ix| | EK2(%, lards| ‘wi(8) | ds, 


或 Gi— Il2B9| orls) ‘ds<0, 
右 瀑 第 一 个 因子 必 篇 正 值 , 且 第 二 个 因子 不 篇 负 , 故 必须 
| orele=o. 


今 和 从 (12) 式 ;有 |w:(o)|<0 因 之 woCz) 三 0, 或 91(2) 三 a(x)。 座 是 方程 
(2 ) 有 了 唯一 解 。 

从 我 们 的 讨 验 ,得 到 下 定理 

定理 若 


[Exe,s) 1ds<01; C4 一 常数， 
则 对 从 下 轩 


[| <; B=| | EK2(%,8) | ds ds 
内 的 一 切 值 入 , 近似 解 令 列 是 一 致 收敛 的 。 种 钼 列 的 极限 是 方程 《 2 ) 


| 


车 在 航 数 (10) 中 取 有 限 个 项 ;至 入 的 n 次 夹 吾 篇 止 ,很 容易 看 到 所 
产生 的 现 差 不 超过 下 值 


_ I 入 | n+1 Bn 
DVO [NB° (18) 
我 们 诗 芥 下 方 程 作 篇 例子 
9242) 一 0. 1| Ele,s)p() d=1; K(x,s)= 


2 00 委 & 魏 8)， 
s (SZE1), 


此 碟 入 =0 .1 B= O01 二, 因 之 近似 解 外 列 是 一 致 收敛 的 。 
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其 次 ,显然 D=1。 我 们 求 近似 解 , 且 限 於 二 近似 解 篇 止 。 订 是 在 级 数 
(10) 内 保留 前 三 项 , 刚 发 生 的 训 差 不 大 於 


1 (0. 1) x 
-J 
我 们 有 : 
po(2) 一 荆 ， 
0 
pi1(%) 一 工 十 一 一 1 一 有 
131 ，_ IOof 2_ 2 vs 
2 3000*™ 200 ”~ 6000™ 34000° 


车 设 近 似 解 g(%) = gz(w) , 居 发 生 小 於 0.0001 的 误差 ,我 们 和 将 有 
131 ， _ 101 0IT ,2_ vs _2 4 
3000™ 300 6000 24000° 
踊 核 是 一 个 有 淄 男 数 , 也 就 是 有 过 榜 和 常数 4 存 在 ,对 大 一 切 值 z2 和 
8 有 


IK(%,s)|<A, 
公 是 不 将 推 知 对 从 在 入 的 复 平 面 上 且 在 下 贺 


A < pay a) 


内 的 一 切 值 ,近似 解 狼 列 是 一 致 收 伍 的 。 
若 策 分 \1 ) 不 是 有 办 的 ,但 下 面 的 二 重 积分 
| | |K2(x, s) az ds 


是 一 有 限 值 , 则 在 秋 常 意义 下 , 近似 解 分 列 呈 然 可 能 是 发 散 的 ,但 在 某 种 广泛 意 闵 下 它 可 忆 
是 收 航 的 《如 $20 中 所 谓 均 值 收 钱 ) 。 道 样 广义 下 的 极限 是 方程 (2 ) 的 解 , 且 过 个 解 是 唯一 
的 。 水 次 限 认 篇幅 ,不 插 圣 址 情况 作 话 网 识 明 。 


在 锯 数 (10) 中 变换 和 及 积分 的 次 序 9 ,上 则 有 


@ 很 容易 奴 明 道 样 禹 和 负 是 诗 可 的 。 
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pe) =f Co) +| FC) SEs ds 
引用 下 于 赎 
T'(%,8;N\) = > NiK,,(T,8), (14) 
， 画 数 了 (zs; 罗 叫 做 方程 (2 ) 的 解 校 。 利 用 居 个 记 训 的 奔 助 ,可 稻 
解 粮 窜 成 简单 形式 
po) = fCo) +A| FC) T(r,s; Nas. (15) 

车 我 们 先 计 算出 解 核 , 则 由 芝 个 式 子 立即 得 着 方程 ( 2 ) 的 解 。 

公式 (14) 中 的 解 核 , 仅 党 || < 去 时 才 有 意 闵 。 现 在 我 们 引出 它 
的 一 般 定 蔗 。 

若 对 从 一 个 值 和 任意 自由 项 ,方程 (2 ) 有 解 且 是 唯一 解 , 且 划 个 
解 由 (15) 式 所 表示 ; 且 我 们 就 说 对 雁 臣 个 已 知 值 方程 (2) 有 解 核 
D2,8;N\)。 

若 方程 的 解 核 存在 , 那 末 慎 解 核 是 唯一 的 。 事 实 上 , 恰 济 从 一) 
方程 (2 ) 有 两 个 解 核 T(%,s; 入 ) 和 Ti(2,s;M0)。 因 党 入 = 和 了 蛙 方 程 (2 ) 
有 了 唯一 解 ,从 是 任意 而 数 fa) 可 消 足 下 面 的 恒等式 

fo) + Nm) Tes8;M)F ds=f 5) + No] Tkss;N0) fle)ds 。 
因此 有 

| wu(%,8) (8)ds=0; 208) 一 了 28 和 Xo) 一 PC23 8 No)。 
因 f(s) 是 任意 的 , 则 六 於 一 个 定 值 ,我 们 设 (3) 5,5)。 内 是 有 
| |w(%, 3) | ds 一 0， 
且 w(x, s) 三 0。 汗 样 就 种 明 了解 核 存在 的 唯一 性 。 
在 89 中 我 们 将 引出 解 核 的 表 过 式 ,适用 欠 解 核 存在 的 一 切 值 X。 
我 们 用 有 实用 性 的 一 个 附 娃 作 需 本 节 的 千 束 。 逐 姑 迫 近 法 引出 一 
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胃 优 这 抽 数 ,而 进 个 级 散 的 和 通常 不 能 篇 坊 有 限 净 式 。 在 应 用 上 , 逐 志 
迫近 法 仅 能 糖 出 稿 分 方程 的 近似 解 ,在 那样 情况 , 极 数 (10) 的 和 照例 是 
有 限 形式 。 和 就 显示 出 可 能 用 某 种 特殊 方法 以 解 各 分 方程 ,而 不 必 赫 
助 於 一 般 理 认 。 / 

$ 3. 湿 尔 特 拉 型 方程 ”在 数学 物理 的 某 些 问 题 中 ,引出 弗 列 德 和 
襄 型 方程 的 一 个 特别 形式 ,叫做 混 泵 特 拉 方 程 。 若 方程 的 核 是 一 个 有 


拖 函 数 , 且 党 8 之 2 时 核 恒 等 发 雾 , 旭 我们 将 欠 壮 个 方程 以 那样 名 称 。 
在 遵 休 件 下 ,党 2<s 和 2 用, 积分 


| ECc,prCGo 
中 积分 号 下 的 夯 数 恒 等 太 雾 , 且 浊 个 积分 等 认 
| ECs,s)pC8)as 
於是 湿 尔 特 拉 理 积分 方程 有 下 形式 : 
p(o) 一 | Koss)pl)ds=flo)。 (1) 


关於 深 岩 特 拉 方 程 ,有 下 面 的 正确 断言 
定理 和 特 搁 方程 的 目 由 项 是 契 涯 可 稿 的 , 划 海 巩 一 切 值 和 ， 


be 


首先 证 明 当 2 < 时 , 混 责 特 拉 方 种 的 一 切 是 核 等 关 堆 ;而 归 2>8 
时 , 宝 由 下 式 胡 过 


及 (zs -| KRCz 人 NE GDdt (2) 
我 们 有 
Kaz) =| KKG,s) dt, 
当 !>z 时 ,积分 号 下 第 一 个 因子 需 雾 ;而 当 #<s 时 ,第 二 个 因子 也 


需 雳 。 若 XZ<s, 旧 和 经常 地 或 者 志 72, 或 者 1<8， 因 之 积分 等 於 堆 。 但 若 
Z>3 草 积 分 号 下 画 数 仅 当 s<t<2 时 轴 太 等 。 灵 是 我 们 得 到 (2 ) 式 在 
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7 一 2 的 情况 。 应 用 数学 师 纳 法 ,也 可 能 征明 光伏 任 意 勾 的 情况 。 
由 定 议 , 核 (2,8) 是 有 界 画 数 ; 设 |K (zx,s)| < 有 。 我 们 珊 尘 亦 茶 
一 值 m, 作 下 舍 计 
M"™ (2 8)"-1 
下 wz,5 < (3) 
在 (2 ) 中 用 mw 十 1 代 赫 m, 我 们 有 


[KC8,8) | = | KC Rn) dt | < < ty x 


oy 1 十 二 ont 
x| Gd es) 
3 072 1 


也 就 是 不 等 式 ( 3 ) 当 mn 换 篇 光 +1 时 是 正确 的 。 又 因 当 m=1 时 (83) 
显然 是 正 砍 的 ,因此 不 等 式 ( 3 ) 济 人 礁 任意 值 是 正确 的 。 令 将 (3 ) 中 
的 差 x 一 8 用 较 大 值 2 一 & 代 之 , 则 得 

Ko) | < 
现在 82 中 的 航 数 (10) 的 普通 项 小 从 。 


人 | la 


因 之 迁 个 航 数 针 於 任意 值 和 是 移交 收敛 的 且 一 致 收敛 的 。 
丝 考 鳄 湿 尔 特 拉 方 程 的 核 不 是 有 别 的 但 具有 观 奇 性 型 的 情况 。 浊 
样 方程 有 下 形式 


po 一 和 2 p(s)ds—f(z), 0<a<1,。 (4) 


六 从 任意 值 和 过 个 方程 的 近似 解 八 烈 也 是 收 敏 的 ,不 过 收敛 较 慢 
些 。 我 们 王 明 东 个 事实 。 
说 | 五 42;8) < 形 ,其 中 MM 是 一 个 常数 ， 因此 


[IK(%,s)| < 


我 们 网 於 旺 核 作 下 面 的 估计。 


M 
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Ee— —— eid — 


Rake, -ar 本 (5) 


其 中 了 是 尤 拉 第 二 种 积分 。 
在 (2 ) 中 将 m 换 篇 m+1, 且 用 不 等 式 ( 5 ) 来 计算 右 滤 , 我 们 有 


十 芋 _ by | 
Kanalo) | < pe mie | Co") "edi, 


T(m— ma 
在 最 后 积分 中 :我们 作 一 人 多 t= 二 8 十 (4 一 8)9, 央 得 


mt+1 ou (mt la Tm 1 一 
aa < 四 > 


M™+1 (2 _ $) hm— (n+t1)o T+1(1 _ a) 
IT(m+1— (m+1)a) ° 
於是 不 等 式 (5 ) 螺 m 澳 篇 m+1 时 是 正确 的 。 又 因 当 m=1 时 (5 ) 显 
然 是 正确 的 ,因此 不 等 式 (5 ) 六 於 任意 值 m 是 正确 的 。 取 m 相 党 大 使 
(z 一 人 ) 的 需 次 是 正 的 。 在 温情 况 , 我 们 能 将 < 一 代 以 较 大 值 一 ac。 现 
在 82 中 的 级 数 (10) 的 普通 项 小 亦 
人 Pa dd- 人 Ga。 《6) 


T(m— ma 
我 们 冀 广 用 (6 ) 作 普通 项 的 航 数 是 收 仑 的 。 篇 了 证明 温 个 事实, 我 们 
应 用 斯 梯 林 公式 


， 
pa | Vm-l—m(1 站 岂 ) 二 “<Q0 — 
0 


7(p)=— 1 po ,0<0<1, 
~V 2r9p 
用 av 表示 ( “) 中 的 值 , 开 有 


Lm(1— 0) 和 A} 
x [| Gel 
当 moo 时, 此 值 的 极限 等 从 适 ;由 柯 西 逢 别 法 ,六 从 任意 值 ,$2 中 
的 极 数 (10) 是 息 痪 收 儿 的 且 一 至 收敛 的 。 
作 篇 一 个 例子 求 讨 褒 下 方程 


2 弗 列 德 和 繁 型 的 方程 [上 篇 第 一 章 ] 


p(o) 一 | orps)ds=f (2), (7) 
我 们 作出 过 方程 的 晤 核 和 解 核 ,出 有 : 
Ks(%,8) = | ret 一 (2 一 ez 
恰 如 同样 方法 ,我 们 求 得 
Kalss)— 3 or, 
且 一 般 地 有 


— (2%—8)"1 2 一 4 
Kn(%,8) = (m—1)1 “ Nu 和， 
现在 一 
T(x, 8; 入 ) 一 es > Co- | 六 一 一 eo+DG-e) 


此 式 当 s<z 时 是 正确 的 ;党 *>z 时 ,显然 有 T(z,8;X)=0。 
由 $2 中 (15) 式 ,我 们 得 到 下 面 形式 的 解 
PC) =f C2) +4) ert De fs) ds. (8) 
逐 姑 迫近 法 所 得 到 负数 的 和 是 有 限 形式 。 
我 们 应 加 以 注意 的 ,积分 方程 ( 7 ) 可 娄 信 很 简单 的 币 分 方程 。 光 
(7 ) 求 微 商 ,我 们 有 : 
《一 Xp -| co ‘p(s)ds=f"(2)o (9) 
从 (7 ) 及 ( 9 ) 演 去 积分 ,我 们 得 到 以 pCz) 作 未 知 面 数 的 粮 性 一 般 微分 
方程 
FO) — QF Dp) -fe) fe). 
过 方程 的 积分 满足 初 什 休 件 9(0) (0) @ ,我 们 引出 解 (8 )。 
$4. 有 退化 核 的 积分 方程 存在 着 一 种 重要 类 型 的 稿 分 方程 ,我 
们 可 将 它 炙 入 代 数 方程 租 以 求解 。 若 方程 的 核 可 表 篇 有 限 外 项 的 和 ， 
@ 在 (7) 中 全 z=0, 我 们 得 到 莹 个 彻 值 条 伞 。 
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mm mr 


和 中 的 每 一 项 是 两 个 因子 的 乘积 ,其 中 一 个 因子 仿 依 顿 於 z， 而 另 一 因 
子 仅 依 束 於 % 凤 这 楼 的 枝 听 做 退化 核 。 因 之 退化 核 具有 下 形式 


K(z,8) = Bs), (1) 
而 有 述 化 核 的 积分 方程 可 表 篇 下 形状 : 
pC) 一 az) | bil) p= fe), (2) 


此 个 画 数 a:(z) 恒 可 能 设 是 入 竹 无 天 的 。 假 如 不 然 , 则 (1 ) 中 的 和 的 
项 数 作 可 能 减少 ,使 杀人 留 下 来 的 有 限 个 画 数 c(2) 坊 各 性 无 关 。 恰 如 同 
样 情况 , ”个 画 数 5b:(s) 出 恒 可 能 假定 是 糠 性 无 居 的 。 

有 退化 核 的 积分 方程 可 照 下 述 的 方法 以 求解 。 我 们 用 记 屿 


c=| bi(s)p(s)dso (3) 


ct 是 常数, 因 YX2) 是 未 知 的 ,从 而 ct 也 是 未 知 的 。 现 在 从 方程 
《2 ) ,我们 得 到 


PO=fOTAToas), (4) 


难 是 竖 千 於 常数 o 的 决定 。 篇 了 各 个 目的 ,我 们 将 (4 ) 代 大 积分 方程 
《2 )。 浆 过 简化 合 , 有 : 


SY ao je 一 | be)[ f+% BY oro) |ast =0, 
因 路 画 数 oz) 是 拘 性 无 天 的 , 旭 从 上 式 有 : 
oi—| bi) { FOF Boronls) |as=0; i=1,2,., no 
篇 各 单 起 见 , 我 们 引用 下 记 萄 
| .57Gas= 关 | 5)arG)as=au 
则 有 
oi—\ an cr= fi; t=1,2,.…,no (5) 
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篇 了 决定 常数 ci 我们 得 到 和 缚 性 代数 方程 组 。 解 迁 个 方程 组 ,也 等 於 解 


方程 (2 ); 宪 的 解 由 (4 ) 式 表 之 。 反 之 , 若 方 程 组 (5 ) 无 解 , 则 积分 方 
程 也 祝 有 解 。 


方程 组 (5 ) 的 傈 数 行列 式 等 亦 
了 一 入 Cj 一 和 人 Ci9 “rs -一 人 CT， 
一 人 Co1 工 一 入 Cos ev 一 人 Co ， 
DN) = . .,， 。 ，,， (6) 
~ py 一 人 Ca … 1— AQnn 


避 个 的 多 项 式 的 次 数 不 大 从 n; 它 不 恒 等 於 迁 , 因 当 和 =0 时 它 
等 於 1。 因 之 有 不 多 於 " 个 相 婴 值 存在, 使 D(X) 一 0。 六 取 避 些 
值 时 ,方程 组 ( 5 ) 和 积分 方程 ( 2 ?或 者 没有 解 ,或 者 有 无 窗 个 解 。 潮 办 
其 入 的 一 切 值 ,积分 方程 有 解 , 且 其 解 是 唯一 的 。 

我 们 应 注意 的 , 不 必 将 (4 ) 代入 方程 (2 ) 也 可 得 出 方程 组 (5 )。 
只 须 以 如 (2) 乘 (4 ) 式 的 十 加 ,4 一 1, 2,…, n, 且 汶 於 4 从 4 至 5 取 入 
分 ,再 将 ; 和 下 互 换 , 即 得 出 方程 组 (5 )。 

例 发 所 给 的 方程 是 


p(z) 一 人 | sts) pl) df), 


它 的 解 有 下 形式 
GL) = fTACCIL+ C2)o 
由 上 述 方法 ,我 个 得 到 下 方程 组 以 决定 C1 FH cs: 


(1 co 一 入 Cs 一 方 ， 
-入 sn 
其 中 
户 -| Fa， 户 =| sf Cds 


基 嫂 
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rm 


过 个 方程 组 的 保 数 行列 式 等 从 一 -和 于 一 人 十 二， 它 对 擒 下 面 十 个 大 值 等 认 
霉 : 


人 1 一 一 6 十 4 3 ， 
和 一 一 6 一 4 3, 
若 入 不 等 基 Xi 和 和 >, 则 方程 有 了 哈 一 解 : 


po) 一 Co) 二 | 一 人 3 全 一 2 一 全 Cs)ds。 


党 入 = 入 或 和 = 入 时, 一般 地 说 积分 方程 没有 解 。 需 了 当 难 让 些 特 殊 
的 值 , 方程 的 解 存在 , 且 也 是 通 解 ,读者 将 很 容易 求 得 其 条件 ,也 就 是 
画 数 Ax) 所 认 满 足 的 人 条件。 

我 们 踪 计 论 下 方程 


p72)—A | sin 4 coss p(s)ds= f(%)。 


敲 | p(s) 008 8 ds=6, 
我 们 有 0O(Z) 一 站 2) 十 esinY。 

将 最 后 等 式 乘 以 oog xz, 且 从 0 至 2 取 积 分 。 则 有 

=| Fo) co09 4 dx, 

从 而 有 p(t) = f(r)+N | sin 2 c0g s f(s)ds, 

$5. 弗 列 德 和 莹 方程 的 一 般 情 况 ” 在 一 般 场 合 中 , 弗 列 德 和 蒙 方 
程 可 能 变 篇 有 退化 转 的 方程 以 求解 。 滥 个 可 能 性 用 多 棕 方 法 可 以 甘 
更。 例如 ,将 天 (xs) 展 篇 名 里 耶 通 效 重 级 数 : 


VN krs 
K(2%,s) ,2 A C09 Fo C0 Feo (C1) 


我 们 不 必 有 预 设 址 个 富里 耶 航 数 蚌 收 做 的 。 现 在 引用 下 记号 


nn 恒 
LTD kxs 
> Aii 08 08 ——— P(X,s 
kK 二 0 b—a b—a ( ) )， 
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KC%,s)—P(e,s) =K'(e,s)。 
所 答 积 分 方程 
p(OD) 一 | Flop d=fle) (2) 
可 写作 下 形式 
gp(O 一 人 | E'Cw,s)p( =A TN| Pop(Dd。 (8) 


《3 ) 式 的 右 兆 芹 有 时 座 篇 是 已 知 画 数 。 惟 是 方程 (3 ) 可 能 看 成 是 以 
KK'(%,8) 作 篇 核 的 积分 方程 , 它 的 套数 是 入 , 且 以 


fx) 十 入 | Pl(w,s)p(s)ds 


作 篇 自由 项。 兹 苯 公 须 nn 相 党 大 时 ,方程 (3 ) 可 用 逐次 迫近 法 以 解 之 。 
核 玉 '(z, 9 是 和 下 面 的 富里 耶 圾 数 相 适应 的 : 


K'(%, s)~ > BD Aiy COg LT. 00 bars 十 


i=0 k= 二 +1 b— —— 0b— -一 忆 


+ , 裤 , 己 A cos ma oos Ams 。 
我 们 引用 下 记号 
| | PRE, lar d=B? 
由 於 帕 锁 斯 定 锁 等 式 , 有 


万 /2 一 下 “一 4 (8 一 >- D> S | 42 十 > 2 [Awl2 4 (4) 


i=0 k=nTti 《一 并 十 


的 余 项 ,大 是 可 取 相当 大 ,使 它 的 和 需 任 意 小 正 数 。 我 们 选择 迁 榜 的 
n, 使 B' 能 适合 下 面 的 不 等 式 


B < 
人 | 
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T's, 8; N= DN Kle, 8) ©, 
且 由 $2 中 的 (15) 式 ,方程 (2 ) 的 解 可 帘 乱 
po)=f(o) +A| PCz, s)pls)ds+ 


+ 和 | rg, ty | f+ | PGt, ppGe)ds Jat 
引用 下 记号 
fn) + | T(z, ty DID- Pe), 
P(x, s) + | r'Cg, t; PG, dt= KR" (Cg, 8), (5) 
於是 最 和 后 方程 有 下 形式 


p(O) 一) K's, syp(G)ds=F()。 (6) 
浊 个 有 未 知 面 数 p(2) 的 各 从 方 程 和 方程 ( 3 ) 是 等 价 的 。 伦 苯 它 的 核 
K"(&, $) 是 退化 核 。 事 实 上 , P(z, 8) 是 三 角 多 项 式 ,我 个 用 下 形式 水 
去 迷 


P(z, = Doo0s Var? bi(8), 


b—a 
其 中 Di(s) = DD) A COS 2 o 
天 二 工 -一 好 
其 次 ， 
p 位 b nt 
| mw, t; P(t, sdt= 2 0(s) | T'(w,i; ))008 二 > di, 
可 i 二 1] 如 "一 


现在 引用 下 记号 


Qi( 4 ) 一 CO8 


NAT b } ， 4 了 | 
一 + 7 让 入) c08 太一 dat, 


ll 


@ K(x, 3) 是 从 楼 KK'(z,s) 得 出 的 靶 楼 。 


am ee 
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则 可 塌 篇 : 


一 一 一 


K"(s,s)~ > ow)bhi(s), 
从 是 核 "(x, 8) 确 实 是 一 个 退化 核 。 由 於 $4 中 指出 的 方法 ,我 们 可 此 


积分 方程 (6 ) 灿 篇 代数 娘 狂 方程 组 。 
上 面 所 述 的 方法 自然 不 是 了 唯 一 的 。 若 诡 用 任何 一 个 方法 , 能 将 一 
般 弗 列 德 和 到 方程 的 核 分 解 成 十 个 核 的 和 : 
K(x,s)=P(x, s) +K'(z, 8),  《 甲 ) 


其 中 第 一 个 核 具 有 述 化 核 的 特征 ,而 第 二 个 核 适合 下 面 的 不 等 式 
13 ?oy 和 
B | .| le, ) 1dr 6s< pa 


则 我 们 可 将 一 般 弗 列 德 和 蒙 方 程 变 篇 有 退化 核 的 方程 。 
在 实际 到 用 上 ,可 将 所 述 的 方法 作 下 面 的 简化 。 
股 方程 ( 甲 ) 中 的 核 的 分 解 是 使 


| EC dso 
其 中 0' 是 充分 小 的 常数 。 贞 所 粉 方程 有 解 ,我 们 将 见 下 策 分 
| F's, ppG)as 
也 是 很 小 的 。 事 实 上 ,由 浴 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 罕 而 区 不 等 式 ,有 
‘Ce, pC8)as | <| Eee elas 
<0| lg) 1 


可 位 实 我 们 的 断 早 。 
赂 去 笨 个 很 小 的 量 ,立即 得 到 有 退化 核 的 方程 : 


PC) -| PC pC8)ds=f Co) 


以 代替 方程 ( 3 )。 因 此 ,外 灶 到 我 们 没有 改 炙 方程 的 自由 项 ,而 将 所 粮 
方程 的 核 代 篇 和 它 充 俘 近 似 的 退化 核 。 此 外 , 原 识 的 核 和 退化 核 之 用 
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近似 的 程度 决定 其 0' 的 值 的 大 小 。 
我 们 考 处 下 面 的 例子 。 夺 诡 限 在 境界 研 内 的 有 限 平面 区 域 的 狄 镁 
希 惑 问题 的 解 ,能 外 和 糙 到 解 积分 方程 


pO -| ra unda=FD。 (7 ) 


此 夏 1 和 7 篇 穴 数 的 值 , 壮 十 个 值 确定 曲 娘 
LL 上 十 点 的 位 置 ; 7 篇 慎 十 点 间 的 距 见 ;vz 是 
了 在 点 zx 不 向 外 的 法 粮 ; do 是 上 的 弧 素 ; 最 
后 ,1 及 是 未 知 夯 数 ; f(t) 是 已 知 夯 数 。 

在 下 籍 中 将 广 明 灶 碎 任意 一 个 画 数 f( 必 )， 
方程 (7 ) 有 解 。 

设 境界 是 以 4 及 b (图 1) 乱 征 轴 长 的 梯 
;我 们 求 求 方程 (7 ) 的 近似 解 。 避 个 椭 图 的 套数 方程 是 
2 一 CGcogT，14 一 0Smn7T; 

参数 Y 和 从 0 杰 圣 2r。 现 在 进行 方程 的 核 的 计算 。 首 先 ， 


=a?(C08t—cC0s T)2 十 02CSin t—sin 7)?= 


= 4a? sin? 本 (1—s COS? 4 ), 


其 中 s= 立 和 一” 是 杠 贺 的 内 心率 。 此 外 ， 


cos(2 7)do = [cos(», 2)cos(r, 2) 十 cog8(2， Yeoslr, 1do= 


一 二 [aeos ti—eosT)dy— bsin t—~sin Tt)adr] 一 


= [cos Tr(cost 一 c0g9T) 十 Sin rt(sint—gin 7)ladr= 


-2200 S1n2 nk QT。 
小 2 


现在 
@ ”上 见 下 篇 中 第 一 章 $29 。 
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必 


cos(p, 7) go=_2 dt _ 
" 20 1 82 008 7 于 


一 一 艺 (1 二 ecos: + et 00 ar (8) 
在 所 窟 航 数 内 只 取 有 限 个 项 , 旧 方 程 中 的 核 用 退化 核 来 奉 代 。 在 站 以 
后 , 解 方程 已 经 不 是 龙 事 了 。 我 们 进一步 来 进行 遥 算 。 起 元 心率 很 小 ， 
使 可 能 仅 取 含有 s 的 项 。 
导 样 一 来 ,所 在 我 们 面前 的 是 解 下 面 的 方程 


Mt) ra) (1 十 82 c0S? 二 ) uar =/(t)。 


用 雪 了 +cos(t 十 7)] 来 代 珍 cos* 一 本 ,我们 得 到 : 


w(t) + (a 十 8B ceostcosT— Bsintsin Th TdT= f(t) 。 (9) 


此 破 我 们 记 往 


p +s) gbe 


Dra 2 4xa° 
从 (9 ), 有 
w= —61— cs 08t— cs sint, (10) 
其 中 


2% 2 
=a WT) ar, c=B| WT)cosT ar， 


cs=—B | MGCT)SsinT Qr。 
将 方程 (10) 顺 次 乘 以 a, B6 cost 及 一 B sint, 且 尘 基 芋 月 0 至 2z 取 积 
分 , 草 狗 蕉 三 个 未 知 数 cl, cz, cs 我 们 得 到 下 面 三 个 方程 : 
Ci 一 . 轧 一 280C1j 
C2=fs— whes; 
cs=fs+ mBes, 
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f=al f 0 dt; fo=B)| fCDoost dt; 


f=— el f(sin tat, 
因此 我 们 求 得 : / 


hh 
220 "TiaB’ Ig° (3) 


用 相同 方法 ,不 认得 出 更 精 砍 的 解 ,只 须 在 核 的 屡 式 中 ,保存 8 的 
更 高 次 乘 枚 的 项 。 也 可 能 得 出 趴 解 ,不 过 和 写 是 无 震级 数 形式 。 和 篇 了 得 
到 革 个 解 ,我 们 用 下 述 方 法 来 进行 。 将 画 数 


EE 
1—e cos20 


展 篇 富里 耶 航 数 。 革 是 一 个 偶 画 数 ; 且 党 0 多 篇 90+w 有 时 , 画 数 值 不 罗 。 
因此 , 宅 的 富里 耶 级 数 有 下 形式 


1 
Ty eos 2180， 
1 S1_Qk 2 2if0 xe 62ik0 
或 了 一 s2cos20 一 0 下 1 2 下 忆 竺 


於是 ,由 已 知 公 去 ,有 有 


wo 一 


工人 到， 
Dx Jo 1 一 s2cos20 AT 一 83 


i 了 
2 2r Jo 1—ecos:0’ 
篇 了 计算 最 钱 积 分 , 介 e “= 一 >z。 经 过 简单 磷 换 和 后 ,我 们 得: 
CO | dz tdz 
2 Di Jy 422—e2(22+1)2 
1 


其 中 7 是 因 周 |z| =1。 在 ?7 内 ,积分 号 下 夯 散 有 两 个 标点 : 


fh>1, 


8 
2 一 芽 A] 了 一 5， 
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Zn 一 一 Y 1 一 - “人 


ee 
Tv/ TI 一 2 “ 
在 极点 zi 和 2 帮 的 残 数 是 相等 的 , 且 此 克 散 等 共 
CE 
2 1—& (1+~v 1—e)»° 


因 之 我 们 求 得 : 


Wx 一 


262 
VT 一 5 (1 十 WVIT 一 5 六: 
於是 所 求 的 展 式 有 下 形式 : 


Te 1 1+ +2 习 人 TF 1—e2 ) 210 |。 
现在 


b>1, 


i  . 
_ 2 7 
1— £2 CO8 可 


-4|1+23 >2 (7) 及 (cod ht cos hs — sin ptsin ij | 


其 中 GEAR 


2% 2k 2 全 
Lt) + 二 | MT)AT+ 一 = 人 COS zt] MT)Cos kT QT 一 
o 2k 27 
-二 3 (3) sin 时 | ursinkrdr=f(), (9) 
引用 下 记号 
1 27T 1 2 
ps | w(Taz= A, 元 | HT)co3s Fr dT = Ai, 
1 (2* ， 
三 | Mr)sin kv dz = Br, 
T Jo 
从 (12) 有 
~» / po \2k | 
L(t) = — .do— 之 (- 二 7 (dcos bt— Br sin PE), (13) 


将 (13) 式 顺 坎 乘 以 二 ，208 扩 及 地 ， 且 取 积分 ,我 们 求 得 : 


Tp 
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1 , (Qt OF, 
do Fo; 4 一 (a+b):+ (ao—b)* ’ 
PE (14) 


其 中 了 o, 了 4 及 Fx 表示 画 数 .太太 的 富里 耶 傈 数 : 


Fan -二 | Cr)dTr; 及 = 二 | 了 Cr)cos8T OCT， 
205 Jo jE 
1 之 圳 ) 
P= | FC)sinkt, dt, 


向 境 界 篇 一 个 图 周 时 , c 一 0。 且 其 解 有 下 形式 
pO =f — bof- FD. (16) 
然而 此 最 铸 的 解 ,也 可 直接 求 得 。 事 实 上 ,对 订 图 来 说 ,4 一 0,s 一 0， 
而 方程 (7 ) 灵 篇 下 形状 


n+ 二 | nnDar=-7GD。 


因此 W(t)=f() 0, c= | MT)drto 
将 最 合式 自 0 至 2x 取 积 分 ,我 们 求 得 : 
| 7 f(T)ar, 
迁就 引出 了 (16) 式 。 
$6. 积分 方程 组 ”在 认 用 二 常 可 近 到 积分 方程 组 。 滥 柑 方 程 组 具 
有 下 形式 
p(n)—A S| Fue, s)Pr(s)ds= fi(%), 4 一 工 ， 2， “9 No ( 1 ) 
并 於 积分 方程 机 的 下 请 和 全 本 个 方程 的 情况 基本 上 二 相同 的 。 
例如 ,党 入 很 小 时 ,在 特殊 情况 ,和 营 入 授 合 下 不 和 毕 式 
| < jax SI |. Koes s) | ?deds ~ (2) 


iaiean EK=1 
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人 


县 下 各 的 一 切 积 分 
| Kale, s) |2 ds 


需 有 限 值 蛙 ,应 用 添 次 迫近 法 所 得 的 解 是 收 敏 的。 如果 Ki《%,s) 是 退 
化 核 ,时 方程 组 可 侈 各 代数 烷 性 方程 组 。 在 一 般 情况 ,用 § 5 内 指示 的 
方法 ,可 将 方程 租 ( 1 ) 化 篇 有 进化 核 的 方程 组 。 

积分 方程 租 由 下 述 方法 可 能 改 杰 篇 一 个 方 程式 。 我 们 考虑 风量 x 
和 * 的 多 动 区 间 是 (4, nb 一 《nm 一 1)Q) , 莹 个 区 则 的 长 度 的 % 倍 超过 原 诬 
区 间 (a, 2) 的 长 度 。 用 下 面 的 关 傈 来 确定 在 所 指 区 间 内 的 画 数 G(z)， 
F(x), K(z, s): 


若 (i—1)0—(%—2)a<%<ib— (~—1)o, 
上 其 合 DT) 一 Di 一 (一 二 (一 GD) 
车 G— Db Gi-2a<s<ibd— (Da, 
期 分 FOr)=fi(2—(%—1)(6—a)); 
车 (G1)b—(—2)0<7<0— (~— 1)a, 
Db ha<s<hb—(h—1)a, 
则 分 K(xz, 3 一 开罗 2 一 (人 一 二 (一 四 8 一 (一 1 一 0))。 
从 上 面 的 定义 , 草 方 程 租 ( 工 ) 具 有 一 个 方程 的 形式 
6- Kz, sD8)ds=F(), (8) 


$ 7. 积分 的 和 伏 公式 的 探 用 “将 所 烙 核 代 香 退化 核 , 就 能 航速 用 
公式 以 求解 。 此 公式 对 於 了 区间 a<x<5 内 的 一 切 值 < 及 任意 做 数值 
都 沉 用 。 和 过 个 方法 服 重 的 缺点 ,是 需要 积分 的 计算 ,有 时 在 计算 中 会 相 
营 复 厅 , 特别 在 退化 核 的 项 数 相 营 多 有 蛙 困 次 也 更 大 。 过 个 缺点 在 乏 次 
迫近 法 中 也 存在 着 。 进 豆 我 们 指出 求 积分 方程 近似 解 的 一 个 方针, 运 
个 方法 不 需要 积分 的 计算 。 
服 在 方程 ， 
p(o 一 让 KC, sp)ds=f(2) (1) 
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中 , 核 玉 (z,s) 和 自由 项 f(z) 党 a<z<5,a<s<5 时 是 速 秆 的。 於是 
z(z) 也 是 速 炉 的。 从 积分 的 近 亿 公式 ,将 祠 分 


| K(w,s)p(s)ds 
代 篇 一 个 有 限 项 的 和 。 例 如 ,由 短 形 公式 : 
| Ks, passh SE ECs, si)9(en), 
b—a 
人 旬 


其 中 h= 
在 近似 方程 
pC0)—Mh IK, np) 一 Co) 


中 ,用 2 0 ,Yn 代 人 Y。 认 是 我 们 得 到 代数 穆 性 方程 组 , 它 的 未 知 数 
是 9p(81), pr) , PTs): 


， 45 一 十 1 


po) —Mh EK o) po) =f Cn), i=1, 9, no。 (2) 


解 于 个 方程 租 , 我 们 求 得 未 知 夯 数 gp(2) 在 2 22，… ,zr 各 点 的 近 
似 值 。 应 用 任 一 插入 法 公式 ,我 们 得 到 在 整个 区 间 内 8(2) 的 近似 表 渤 
式 。 

更 简单 一 些 , 可 和 从 积分 方程 本 身 来 得 到 近似 公式 :将 方程 中 的 积分 
用 有 限 贰 的 和 代 之 ,我 们 得 到 近似 什 


POO) Tf 0) + DK (zs2)p (nn) 


自然 可 能 用 其 他 的 秸 分 近 侦 公 式 以 代替 甜 形 公式 。 党 我们 用 辛 普 
生 公 式 或 用 更 好 一 些 的 高 斯 公式 时 ,可 得 到 更 精确 的 解 。 

当 "一 co 时 , 划 由 所 指 的 方法 得 出 的 pg(z) 的 近似 值 有 极限 , 遭 个 
醚 限 是 积分 方程 ( 工 ) 的 解 。 宅 须 演 个 解 存在 且 是 唯一 的 。 至 从 有 最 格 的 
理论 的 广 明 ,可 参考 洛 . 杂 : 卡 托 洛 条 奇 和 闪 " 伊 . 克 镜 洛 夫 雨 氏 所 著 的 
嘎 [42] 。 : 
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我 们 用 指示 的 方法 ,来 解 $9 中 国 认 椭 图 的 方程 (7 )。 往 了 可 能 将 
全 部 运 筑 在 到 最 后 结果 ,我 们 答 <c 和 2 以 数值， 也 给 乓 数 了 (以 确定 
的 形式 。 例 如 ,分 
a=Bb, 06=38, f(t)=2+ = 2 cost- 9 sin’t, 
我 们 的 方程 有 下 形式 (近似 的 ) 
2 CT ， 
uw(t)+0.10 MT) 一 -一 一 一 一 一 一 一 25 co0s2 + 9 sin%t, 
| 1—0.64 co 
和 若 利 用 (CY) 的 届 其 性质, 或 篇 
D+) p(B or 16 sin’. (8) 
在 与 坐标 轴 光 禹 的 一 切 点 区 ;, 上 态 程 的 右 蜗 取 等 值 。 和 从 55 中 的 (13) 式 
出 发 ,不 肉 推 断 Ab 具有 下 面 的 性 质 , 也 就 是 
HE 一 胡 一 人 一切 一人 的。 (4) 
由 此 也 很 颖 然 地 指出 w( 有 过 期 2r。 杰 是 ,证 须 将 AGO 确定 在 区 间 


0<t< F 内 。 
我 们 取 %=12, 因 之 = 厂 。 篇 简章 起 见 ,我 们 用 下 记 怠 


KW(0)=%n， pf( 亚 ) 一 加 ， (号 ) = p(T) =y 


在 现在 的 情况 ,方程 组 ( 2 ) 有 下 形式 
1.19 +0.35 ys+0.31 vs+0.15 %=26, 
0.18 yi+1.34 w+0.32 ys+0.16 v=21, 
0.16 s+0.32 y+1.84 ws+0.18 w=13, 
0.16 y+0.81 y+-0.85 wys+1.19 w= 9, 
过 个 方程 租 的 解 是 
=16.04, y=12.297, ys=4.78, =0.94, 
因 Ab 是 过 期 函数 ;在 我 何 的 例子 中 的 播 人 法 ,最 好 藉 富 里 耶 航 数 的 
帮助 。 因 AGO 适合 关公 (4 ), 旧 它 的 富里 耶 航 数 有 下 形式 


《5 ) 


ee 
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M(t) A 3 0x C08 2p7 


在 种 个 航 败 中 仅 保 留 前 四 项 。 已 知 w(t) 的 四 个 画 数 值 , 我 们 可 以 计算 
轨 个 公 数 coy ai, cz, as。 应 用 通常 方法 ,我们 求 得 
ao 一 8.50，ai 一 0，ao 一 7.54，acas 一 0， 
WD) TF8.650+7.654 eos 好 (6) 
将 (6 ) 与 65 中 的 (18) 一 (15) 式 来 加 以 比较 。 在 现在 的 情况 
f(t)=25—16 sin%=17++8 cos 2t, 
於是 了 o 二 17, Fs。=8, 而 其 角 的 富里 耶 你 数 背 等 从 才 。 由 85 中 的 (14) 
式 , 有 
Ao=8.60,，4,=7.53, 
其 余 的 保 数 4 和 一 切 Bi 此 等 於 才 。 这 样 就 有 
WD =8.50+7.658 cos 2f, 

我 们 看 出 ,在 应 用 .上 近似 解 (6 ) 的 准确 度 是 很 大 的 ; 当 = 避暑 所 
意 生 的 跌 差 移 篇 1%。 党 i1=0 时 所 产生 的 让 差 小 徐 0.07%。 

$ 8. 帮 列 德 和 莹 定理 ”我们 已 克 昂 到 积分 方程 的 解 ,一 般 地 说 ,不 
能 是 完整 形式 。 在 解 积分 方程 的 时 候 , 照常 忆 须 拱 用 近似 方法 。 闻 时， 
在 85 和 87 中 ,我 们 已 继 注 意 到 , 仅 当 方程 的 可 解 性 是 预先 知道 的 ,而 
且 得 样 可 解 性 是 对 放任 意 自 由 项 而 告 的 上 时候, 我 们 才 有 可 能 有 把 担 地 
赂 用 近似 方法 。 因 此 ,在 假定 它 的 可 解 性 之 前 ,方程 的 分 析 是 具有 重要 
意义 的 。 得 样 分 析 , 对 亦 各 种 情况 求 说 ,都 可 能 按照 丝 列 德 和 蒙 氏 所 建 
立 的 有 关 放 积分 方程 的 一 般 定 理 来 进行 。 得 样 的 定理 共有 四 个 。 

我 们 将 规定 好 下 面 的 一 些 术 证 。 浊 长 一 值 X， 弗 型 德 和 蒙 的 解 核 
存在 ,这 样 的 入 将 叫做 正则 值 。 又 对 於 解 核 不 存在 的 入 ,时 做 特 币值 或 
基本 值 。 特 答 值 的 倒数 叫做 方程 的 奇 婴 值 。 

很 明显 地 ,如 果 入 是 一 个 正 旭 值 , 旭 许 次 方 各 


g(z) -| KCs, 1)pC)ds~0 (1) 
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仅 有 堆 解 p(%) 三 0。 

我 们 性 亩 次 方程 (1 ) 有 不 恒 等 於 沽 的 解 ; 由 定理 1, 仅 党 入 是 特 币 
值 有 时 才 有 可 能 。 著 p1(2) 是 方程 (1 ) 的 解 , 旭 epi1(%) 也 是 它 的 解 ,此 契 
c 是 任意 常数 ; 若 oz(2) 和 oz(2) 是 方程 ( 工 ) 的 南 咎 解 , 则 共和 paG2) 十 
十 pe?) 也 是 它 的 解 。 溃 样 一 来 ,如 果 91(2) ,qo(%)，…:， px《%) 满足 课 
次 方程 (C1 ), 剧 它们 的 任意 娘 性 租 合 

C1 Pi1(T) + Ca pat)+ + er pr) 

也 满足 方程 ( 1 )。 认 是 , 洲 讲 坎 积分 方程 中 然 息 有 一 个 不 需 雾 的 解 (不 
恒 等 谎 霉 的 解 ), 旭 它 有 无 涛 个 遭 榜 的 解 。 讲 次 积分 方程 不 需 老 的 解 叫 
做 核 上 (zx, s) 的 特 向 画 数 或 基本 画 数 。 它 们 是 和 已 知 的 特 微 值 对 诡 的 。 

我 们 首先 提出 弗 列 德 和 蒙 公 部 定理 , 然 合 将 其 中 荣 些 部 分 鲁 车 到 
粮 性 代数 的 情况 ,按照 站 样 情况 ,我 们 可 座 明 弗 列 德 和 荧 定 理 。 

定理 1， 在 入 平面 的 任意 有 限 区 域内 , 弗 列 德 和 蒙 积分 方程 


才 和 


p(z) 一 人 | Ka, pCe)ds=f Ce) (2 ) 
有 不 多 共有 限 个 特 微 值 。 


和 者 


入 二 


二 


在 提出 其 禾 南 个 弗 区 德 和 这 定理 之 前 前 ,我 们 引入 一 个 新 概 人 多, 并 个 
概念 在 积分 方程 理 葵 中 起 着 重要 作用 。 用 开 (s, x) 表示 一 个 新 核 ,得 
是 从 原 发 的 核 K(z,s) 得 来 的 ,就 是 将 K(x, s) 的 雨 个 灵 数 互 换 钱 , 再 
将 千 果 代 答 共 柏 式 即 得 到 玉 (s,z)， 我 们 叫 它 是 Cz, s) 的 共 王 核 , 且 
把 下 方程 


bo) —7| Fs, Ws)ds =gCe) C8) 


由 做 方程 ( 1 ) 的 共 二 方 程 。 对 於 竟 诡 方 程 同样 也 有 对 应 的 共 列 方程 。 
共 饭 方程 是 从 将 已 知 核 代 篇 共 埋 核 , 且 将 参数 代 坊 共 地 数 , 而 以 完全 任 
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坦 巩 数 9(2) 作 篇 白 由 项 而 得 者 人 @， 

座 注 意 的 ,得 佣 闪 地 性 是 相当 的 性 质 , 也 可 汶 方 程 ( 工 ) 是 方程 (3 ) 
的 共 珀 方程 。 

如 果 玉 (s, ”) 是 实 画 数 , 划 的 共 乾 核 即 可 简单 地 由 发 楼 数 互 换 
而 得 。 

定理 3， 车 间 是 核 到 (zs) 的 特 币值, 划 jxo 是 它 的 共 地 核 Ks,z) 


各 和 


的 特 答 值 。 才 
p(O) 一 io| 下 (cgG)ds=0 (4) 

的 妹 必 无 肝 的 特征 本数 的 个 数 ,和 忆 的 共 四 力 和 
Wn) i RCs EWG) 0 (5) 


的 特征 夯 数 的 个 数 是 相同 的 。 


在 下 面 起 着 重要 作用 的 是 数量 积 的 概念 。 我 们 称 下 积分 
(9, ) -| pL) PL) de 


是 雨 个 画 散 p(z) 及 由 (2) 的 数量 积 (9 内)。 

从 数量 积 的 定义 , 立 可 推 知 它 的 人 龙 个 简单 性 览 。 

(a) 车 9(z) 和 yo) 是 多 个 面 数 相 加 之 和 , 旭 过 雨 个 画 数 的 数量 、 
积 , 就 按照 多 个 西数 求 积 的 规律 ;例如 ， 

(Di 十 pa Vie) = ho) pi Pe) + pz, yi 十 (pa Wa)o 
(6) 若 将 数量 积 中 的 两 个 因子 互 换 , 则 多 篇 共 地 复数 : 
Qh, 办 =(2， 网 。 
(B) 营 第 一 个 因子 夷 以 稍 数 , 则 可 能 将 过 个 沉 数 因 了 于 放 在 数 重 积 
@ 在 配 牙 方程 的 教程 中 ,将 共 地 方程 通常 写作 下 形式 
wr) -X| (s, tw (sds=h 7): 


车 合 wz) 二 yw(Z)，h(z) 二 g(z), 且 特 方程 (3 ) 中 的 一 切 项 代 作 它 个 的 共 地 复数 , 也 得 到 
汗 样 的 共 上 干 方 程 。 
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符号 之 外 : 


Mp, $=NA Gp, W), 
GO)》 当 第 二 个 因子 乘 以 常数 ,我 们 可 以 预先 将 适 个 常数 代 作 它 的 
共 蜀 铸 数 , 则 可 能 将 坦 个 共 罗 复 数 放 在 数量 积 符号 之 外 : 
Cp, MD) 一 和 2， 由)。 
(x) 一 个 菌 数 和 宅 本 身 的 数量 积 是 一 个 不 篇 负 的 数量 : 


(9, 9) -=| 9 (2) | dr>0; 
党 上 且 仅 党 p(%) 三 0 的 时 候 ,(9,9)=0。 
| b 
(p, PD =| p(T ds =0, 
则 只 p(w) 及 山 (2) 在 区 了 间 (a, 5) 内 是 正 交 的 。 
车 遗 雨 个 画 数 此 篇 里 画 数 , 剧 正 交 休 件 简化 篇 下 形式 
| ,pear=0. 
数量 V Cp, 9) 叫做 2(2) 的 模 , 以 后 用 符号 |2| 表 示 p(x) 的 模 。 
如 果 一 个 画 数 的 模 等 式 1,， 出 这 个 夯 数 叫做 标准 画 数 。 
我 们 将 论述 有 关 厅 模 的 兢 个 重要 性 质 。 任 意 画 数 的 模 自然 不 是 负 
数 , 模 等 礁 堵 的 意 闵 优 轩 从 其 相应 的 画 数 也 等 於 堵 。 此 外 , 若 4 是 一 常 


数 ,显然 有 Eap| = |c| .1oj。 应 用 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 窄 而 蒋 不 等 式 
於 积分 


(9， =|. ACOTIEONLR 
则 我 们 得 
[用 Ps (| lg yea) < 
< | ro lds | tyre) lo, 
座 是 有 CRONIN 
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此 最 和 后 不 等 式 ,我 个 也 吓 做 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 罕 而 区 不 等 式 。 

现在 我 们 考 感 下 低 

lo+yvl?=C9+y, +P)=9,9)+(9, D+ p+, $V)。 
诡 用 布 里 焉 柯 夫 斯 基 - 施 罕 而 茯 不 等 式 於 中 间 雨 项, 我们 得 

lpt vlpl?+2lpl: wl yl?, 
因 之 得 到 所 请 三 角 不 等 式 
lp+yl<|pl+ yl 

此 上 外 所 列举 有 关 长 模 的 薄 性 质 ,在 第 二 章 中 将 有 广泛 的 周 用 。 

下 面 我 们 将 应 用 下 记号 


Ko=| KCe, )p()ds, 
在 共 坦 方程 内 的 积分 ,我 们 用 记号 瑟 *y: 
EK w=| K(s, 2)y(s)ds。 
我 们 称 Kp 篇 襄 列 德 和 蒙 算 子 ,而 称 X* 少 篇 关 从 Kp 的 共 辆 算 子 。 旺 


然 ,Kg 也 是 关於 尼 * 的 共 地 算 子 。 共 地 算 子 间 有 下 面 的 一 个 很 重要 
天 傈 : 

(Kp, J)=(9, K*Y), (6) 
事实 上 ， 


(Kp, DW=) S| KGcppG)alaxz= 

-=| ¢ OI Ke, SV) de Yas, 

车 将 2 和 s 互 换 ,或 
GOLIL 


但 | EKG, DGJd=| Kl oy Gd =ET. 
因 之 有 (Kp,D=| vo)E™ dp, E*Y), 
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若 天 9 和 Ly 篇 下 形式 十 个 算 子 
Ko=| Kt, sp(s)ds; Lop= | 了 (28)0(8S)ds， 
则 很 容易 看 到 (4p) 也 是 筑 子 , 且 有 
KGCEOD 一 | M2, Spe)ds, 


其 中 M(x,s) =| K(w,t) L(t, s)dt, 


”我 们 将 窟 Lp 以 替代 K(Lp)。 在 此 次 注 意 的 ,一 般 地 讨 人 Lg 到 LK 9， 
其 次 ,我 们 和 将 记 篇 KK?p= 一 上 了 Kg, Kp= 上 KK?9, 依 此 类 推 。 显 明 地 ,有 : 


pb 
K"g= | K,(%, s) p(s)ds, 


其 中 上,(z, 9) 是 核 上 K(X, 3) 的 次 对 核 。 
同样 地 我 们 不 座 推 知 
(KL) op=L Kp 
事实 上 ,由 (6 ) 式 ,有 
(ET 9) 一 ( 风 ( 开 了 )*g)。 
另 一 方面 ,再 由 (6 ) 式 ,有 
(KLy, 的 一 CU Ep)=(Y, L*K*p), 
将 所 得 车 果 相 等 ,我们 得 到 
(VKD*o— LK*9)=0, 
图 数 w(w) 二 (KD)*p 一 LK*9 将 与 任意 男 数 由 是 正 交 的 ,在 特别 
情况 ,与 它 本 身 也 是 成 正 交 的 。 认 是 有 
0= (wo ©) = | oz(o) jdz， 
从 而 oz) 三 0, 也 就 是 (KD)*p= KK*yp。 
顺便 提 及 的 ,从 上 面 所 证 的 等 式 , 则 有 (K")*=(K*)", 也 就 是 说 ， 
n 次 盛 核 的 共 顽 核 基 共 罗 核 的 1 次 感 核 。 
应 用 正 交 性 的 概念 ,我 们 可 将 上 弗 麟 德 和 绽 第 四 个 定理 述 如 下 形式 
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op OO 一 


定理 4， 设 和 是 核 (2,s) 的 一 间 竺 微 值 , 则 非 羌 浆 方 和 


po)—h| Kw, s)pCs)ds=f Co) (7) 
有 解 的 必要 与 充分 条 件 ,是 过 方程 的 自由 项 f(z) 与 共 示 装 次 方程 


| 


bo) -No| ECs, Ws)ds=0 
的 一 切 特征 画 数 是 正 交 的 。 


“现在 我 们 引用 有 关於 代数 穆 性 方程 的 多 个 定理 , 但 不 加 以 性 明 。 
坦 些 问题 的 详 交 说 明 , 读 者 可 在 B. H. 斯 米尔 散 夫 落 的 高 等 数学 教程 
第 三 千 中 找到 。 

将 个 复数 按 确 定 的 次 序 写 出 (1, 02 *'*, Tn) , 称 写 篇 向 量 , 我 们 
上 将 用 在 上 面 附 有 第 头 的 字母 表示 向 量 。 关 於 向 量 的 加 法 运算 ,常数 与 
向 量 的 乘积 及 数量 乘 的 运算 等 ,由 下 面 的 形式 来 胡 定 

t+4Y= 1T Yi tot yoy 7 nt yn) 
AL = (M1, Na, ,Ntn), 
(L,Y) = R91 Tayo nyno 

若 (2 2) 二 0, 旧 放 2 及 y 是 正 交 的 。 

向 量 (0,0,…, 0) 移 篇 震 问 量 ,而 以 记号 0 表 之 。 知 下 等 式 


> 0, ED-0 


;=1 

仅 当 一 切 oj 笑 套 雾 有 蛙 才能 金成 立 , 则 请 个 向 量 2 中 ,2 外，… ww 是 

称 性 无 关 的 。 在 相反 情况 , 旭 表 过 二 个 向 量 是 称 性 相关 的 。 
乏 性 方程 组 


2 Wk Th bs I=1,2,.…,n (8) 


可 能 考 碟 是 一 个 方程 ,从 各 个 方程 ,可 由 已 知 向 量 8= (Bb1, bz,…, 0b;) 
来 众 定 问 量 7 一 《21 ， 化 2 … tn ) 。 
方程 组 
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Pay j=1,2,.…,%n (9) 

叫做 方程 组 ( 8 ) 的 共 乾 方程 和 组。 十 个 共 塌 方程 组 的 行列 式 的 两 个 值 是 
五 相 共 元 的 。 

于 面 杰 个 定理 是 正确 的 : 

(a) 洗 方 程 稻 的 行列 式 不 乱 老 ,区 不 蓉 方 程 粗 的 右 端 需 何 , 章 方 程 
组 和 所 的 共 加 方 程 组 由 有 解 , 且 其 解 是 唯一 的 。 在 特殊 情况 , 普 次 方程 
租 仅 有 等 解 。 

(6) 若 方 程 组 的 行 刘 式 等 於 堵 , 期 普 次 方程 组 有 不 篇 堵 的 解 @。 
两 个 去 更 这 欢 方程 组 的 稼 性 无 并 的 解 的 个 数 是 相同 的 ; 遭 梯 解 的 个 数 
是 介 平 1 与 % 之 间 。 若 xX 中 ,2 中 ,… ,x 是 课 次 方程 租 的 一 切 可 能 稳 
性 无 天 的 解 , 则 方程 租 的 通 解 是 

光一 3 ej 00)， 

其 中 oj 是 任意 常数 。 

(8B) 车 方程 租 ( 8 ) 的 行 烈 式 等 谎 堵 , 则 当 且 仅 沼 向量 8 与 共 邳 诸 
次 方程 组 的 一 切 解 碟 正 交 时 ,方程 组 (8 ) 才 有 解 。 方 程 组 (8 ) 的 通 解 
具有 下 形式 


> ~ 六 = 
f=1 


其 中 oj 及 0 是 取 定 理 (6) 中 的 相同 值 , 而 .Z@ 是 方程 组 (8 ) 的 任 一 特 


， Fa, 
解 。 


我 们 转向 弗 列 德 和 蒙 定 理 的 菠 明 。 在 $5 中 已 经 指出 ,一 般 形式 的 
弗 列 德 和 蒙 方程 ,可 锋 烙 内 和 它 等 价 的 有 退化 核 的 方程 ;而 钱 者 也 可 饭 
类 从 代数 线性 方程 组 。 裔 入 在 | 入 | 二 图 内 多 动 ,由 $5 中 的 关 傈 ,如 果 


可 将 核 作 这 样 的 耸 解 , 使 B' < 二 了 , 异 上 面 方程 组 的 许 你 数 和 自由 项 
在 同一 图 |^| < 内 此 是 和 的 纯 醒 数 。 其 次 , 因 党 入 ==0 时 ,方程 组 的 行 
。 @ 篇 着 峰 界 解 ,也 就 是 恒 等 从 土 的 解 有 所 区 有 ; 交 次 方程 挝 谋 的 解 , 趾 做 莫 夫 解 。 
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me. r 一 一 


列 式 杰 篇 1, 故 渤 站 行列 式 不 恒 等 於 午 。 冷 是 过 个 行列 式 在 图 |\| 所 
内 是 入 的 存 男 数 , 宅 在 各 个 图 的 内 部 仅 可 能 有 有 有限 个 雳 点 。 由 於 定理 
(3) ,在 所 指 图 内 的 其 他 一 切 值 入 此 篇 正则 值 。 这 就 证 明了 弗 刻 德 和 蒙 
第 一 定理 。 

附 广 工 和 从 弗 列 德 和 蒙 第 一 定理 ,显示 出 下 面 的 等 价 烙 果 : 

更 列 德 和 蒙 方 th 限 ,或 篇 可 列 ; 在 后 者 情 


| 


| 和 


2 汗 枯 是 授 人 六 前 上 这 的 行列 式 是 和 的 多 项 式 。 因此 进 
化 核 的 特 徽 值 的 个 数 成 一 有 限 集 。 

从 定理 (6) , 江 序 推 得 弗 列 德 和 聚 第 二 定理 。 事 让 上 , 屋 = 和 是 
一 特征 值 。 蕉 是 4 中 的 方程 组 (5 ) 的 行列 式 筹 蕉 霉 , 且 和 行列 式 对 应 
的 查 次 方程 组 有 ?7 个 粮 性 无 天 的 解 “只 一 (e 风 ce 网， 6 中 ) ,TYsru 
由 84 中 的 (4 ) 式 ,从 每 一 个 站 榜 的 解 , 讲 次 积分 方程 有 尖 磋 的 解 


Vi) 一 > Ci iT)o 


浊 些 解 是 稼 性 无 并 的 :事实 上 , 恕 习 mpi(o) =0。 将 上 面 的 Py(2) 代 入 ， 
且 应 用 而 数 w(z) 的 籽 性 无 天 性 质 , 我 们 得 到 
Do op=0, i=1, 2, sn, 


或 也 得 到 2 wz2=0。 

因 北向 量 59 是 入 性 无 并 的 , 则 0 二 0，j 二 1,2,…, n, 认 是 赌 画 数 
pi(z) 也 是 狠 性 无 天 的 。 弗 列 德 和 蒙 窒 次 方程 显然 没有 别 的 解 。 

我 们 称 7 是 特征 值 和 的 秩 。 

当 方 程 的 核 是 退化 核 时 , 弗 世 德 和 莹 第 三 定理 可 简单 地 由 定理 (0) 
推 得 。 在 革 样 情况 , 仅 须 注意 到 , 由於 $4 中 的 方法 ,可 将 一 对 共 罗 积分 
方程 化 篇 一 对 共 琵 糙 性 方程 租 。 而 由 於 定理 (6), 生 十 个 方程 租 有 相同 
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个 数 的 和 狠 性 无 天 的 解 。 

过 个 推 苔 不 能 立 序 底 用 到 有 任意 核 的 绅 启 德 和 莹 方程 。 因 篇 从 
$5, 将 十 个 共 塌 方程 化 篇 有 壕 化 核 的 雨 个 方程 ,我 们 不 能 确信 签 面 十 个 
方程 必 人 篇 共 元 。 篇 了 和 避免 哇 个 困 雁 ,我 们 可 用 下 潜 求 契 理 。 克 用 85 的 
方法 於 方程 (4 ), 则 得 到 一 个 等 价 方 程 


Jp(2) 一 和 | K"(z, s)p(s)ds=0,。 (10) 
(4 ) 式 的 共 辐 方程 (5 ) 窟 作 下 形式 
Vo) —%| FC, abl)ds=io | Beas) (1D) 
且 合 
po) Ro Es, mys)ds =0(0), (19) 


将 (12) 式 看 作 有 未 知 画 数 (2) 的 积分 方程 ,用 逐次 迫近 法 解 它 。 
於是 得 


po) =) + io] Ts m; No)o(s) ds (18) 


将 (12) 及 (18) 代 入 方程 (11) ,我 们 得 到 关於 o(z) 的 有 退化 核 的 积分 方 
程 


ws) —%o | RS, sols)ds =0, (14) 


壮 方 程 加 (10) 是 共 元 的 。 从 上 面 证明 , 它 与 方程 (10) 或 也 与 方程 (和 ) 
有 相同 个 数 的 解 。 甚 次, 由於 (12) 及 (18), 涤 肉 方 程 (5 ) 及 (14) 的 解 之 
间 建 立 了 一 一 对 应 的 并 傈 , 且 粮 性 无 并 的 解 台 应 故 线 性 无 关 的 解 。 灵 
是 方程 (58 ) 及 (14) ,从 而 诸 次 共 翰 方程 (4 ) 及 (5 ) 有 相同 个 数 的 稼 性 
纸 关 的 人 解 。 

我 们 转 到 弗 列 德 和 莹 第 四 定理 。 定 理 的 必要 人 条件 可 很 简单 地 诅 
明 。 上 长 和 。 是 一 个 特 币值 , 且 Wz) 是 方程 (5 ) 的 任意 解 。 疏 非 杜 风 方 
各 
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po)—ho| Kz, s)9(s)ds—f(2) 


有 人 解 。 作 f(x) 和 以 2) 的 数量 积 : 
(及 有 一 (一 No 开 9 WD=9, -hkKoy, 册 )， 
由 (6 ) 式 ,可 能 交规 下 形式 
(f, =(9, 有 一 XoC2 K*Y)。 
将 右 病 的 十 个 数量 积 借 篇 一 个 ;常数 因子 )o 在 数量 积 内 属於 第 二 个 因 
子 , 因 此 我 们 必须 将 和 代 作 和 ‰。 现在 有 
(f,D= 9, VV-hR*yY), 

由 方程 (8 ), 厂 并 数量 积 内 的 第 二 个 因子 等 於 才 。 於 是 (Ff, 四 =0。 

我 们 杂 朋 第 四 定理 的 充分 条件。 第 一 步 ,对 於 有 退化 核 的 方程 主 
之 。 由 嘲 中 的 方法 ,我 们 可 将 方程 ( 5 ) 化 坊 粮 性 方程 粗 


Yh Daw 7 一 0， 7 一 荆 2,…,%n, (15) 


其 中 / w=| Qi(8) ps) dso 
此 时 , 不 又 推 知 

yo) 一 io > yr BD), 
角 特 币值 ‰ 的 秩 等 於 7+。 方 程 租 (15) 有 7 个 粮 性 无 天 的 解 

7 = (0, y2， “"", yr 9 7? 一 二 2 ,7， 
方程 (5 ) 和 与 它 个 对 应 的 解 则 篇 
$0 TYP BD), 
由 定理 (8B) ;0 果 
(7 ， 79) 一 0， J=1, 2,……,7, (16) 

其 中 : f=(fi, fo, , fr) 
了 8$4 中 的 方程 组 (5 ) 以 及 和 季 对 应 的 积分 方程 有 解 。 
其 项 ， 由 fx 的 定 装 ， 


52 弗 列 德 和 村 弄 的 方程 [上 篇 第 一 合 ] 
CF,30)= S50= DW | Fh)de= 


- Poe do—(f, W)， 
於是 积分 方程 有 解 的 人 条件 (16) 鲁 千 到 旨 列 德 和 蒙 第 四 定理 中 的 条件。 
在 一 般 情 况 ,我 们 六 所 设 方 程 化 篇 和 它 等 价 的 $65 中 方程 (6 ), 潮 
评 半 个 方程 的 有 人 解 性 , 葵 须 评 
(F',w)=0, (17) 
其 中 w(%) 是 次 次 方程 (14) 的 任意 解 ,而 方程 (14) 是 奥 85 中 的 (6 ) 式 
共 堪 的 。 但 (2) = 了 2) 十 和 ND0', 此 二 引 用 下 记号 
IT’'f= | mc $; Ao) f(s)ds, 
因此 (F,0)=(f+hNDf, 0)=(f,0) + Tf 0), 
但 由 (6 ) 式 ,Pf 0) ~ (f ,7 *w), 其 中 
I"'*w = | Tg gs; Nowe)d, 
如 同 弗 列 德 和 蒙 第 三 定理 的 证 明 ,我们 得 到 
(PF, 0)=(f,0+ NT), 
由 (13) 式 ,或 篇 
(PF, w)=(f, vw), 
其 中 由 是 课 次 方程 (3 ) 的 解 , 而 方程 (5 ) 伍 所 丽 方 程 是 共 理 的 ; 故 所 继 
方程 有 解 的 人 条件 (17) 炙 篇: 
(f,w)=0, 
过 就 是 弗 列 德 和 莹 第 四 定理 中 的 条 件 。 
如 果 Ao 是 一 偶 特 币值 , 且 方 程 


po)—h|, EDpGa=fo 18) 


有 人 解 , 旧 它 有 和 无 祷 多 个 解 。 事 实 上 , 座 po(z) 是 方程 (18) 的 一 个 解 。 朗 
9(2) 二 9o(z) 十 (ww)。 往 莹 个 丽 数 代入 (18), 我 们 推 知 (2) 须 适 合 课 
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次 方程 
T(r) -| K(x,s Pls)ds=0, 


由 定理 2, 最 和 后 方程 有 不 恒 甜 於 露 的 解 。 涡 91(X), p22)，…， 0x(2) 是 
这 个 方程 的 缚 性 优 关 的 特征 画 数 。 难 是 它 的 通 解 将 是 
Bz) 一 Ci01(20) 十 css(2) 十 … 十 Cppe20， 
而 方程 (18) 的 通 解 将 是 
VOD) = Pot) TF C91 7) + Capo 2) + + erpi(T)o (19) 
从 弗 烈 德 和 去 定理 疆 示 出 弗 列 德 和 莹 交 上 出 定理 : 
或 者 有 任意 自由 项 的 非 音 次 积分 方程 有 解 ， 或 者 和 它 对 应 的 诸 次 


昌 和 


在 积分 方程 的 研究 中 ,我 们 常 应 用 弗 列 德 和 荣 交 上 比 定理 。 
$9. 划 列 德 积 蒙 解 核 G9。 在 52 中 我 们 已 烃 建 3 了解 核 的 解析 式 ， 
得 个 解析 式 光 基 较 小 的 和 值 是 有 效 的 ; 
r,s; 人 = BD NiEn(ws)。 (1) 
过 一 节 的 最 鳃 目的 ,是 要 革 求 解 核 的 一 个 解析 式 ,而 过 个 解析 式 加 帮 矢 
数 入 的 一 切 正则 值 是 有 效 的 。 此 处 我 们 识 方 程 的 核 除了 适合 $2 中 的 
不 等 式 4]1 ) 分 , 膛 要 满足 下 面 不 等 式 
| 1E2Ce, 9 1dr< 妃 ， 刀 一 常数 (2) 
从 航 数 (1 ) 出 发 ,我 们 初步 地 砍 定 解 核 的 杰 个 性 质 。 
我 们 对 於 万 核 作 一 个 估计 。 由 $2 中 的 (8 ) 式 ， 
K,(%, s) -| 及 ;Ko DEK(t, sydt, 
对 於 最 后 积分 ,应 用 布 里 亚 柯 夫 狐 基 - 施 塞 而 欧 不 舌 式 ,有 
[本 (Ce | 二 | {Ese, Dd | EC | 


Mp ri 


四 渤 一 季 可 略 去 ,对 包谷 的 隧 解 没有 妨 研 。 
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ur 


由 $2 中 不 缂 式 ( 工 ) 和 于 一 节 的 不 等 式 (2 ), 则 有 
Ks, <YORB"™, (3) 


从 不 等 式 ( 3 ) 旭 有 桔 葵 : 在 图 |^| < 地 内 ， 极 数 (1 ) 潮 内 一 切 柳 数 z2 及 


发 遂 式 (8 )。 由 座 航 数 的 一 致 收 钱 性 ,可 将 和 及 积分 十 符号 的 次 序 互 
换 , 我 们 得 出 解 核 应 满足 的 积分 方程 人 


PCz 8; =K(%, D+ Fo OP, s; Wat. (4) 
湿 考 左下 糖分 : 
| Ts TG, s Da | DB NEsl0) DE, sa, 
因 航 数 ( 1 ) 的 绝对 收 铸 性 ,积分 号 下 的 十 家 数 可 逐 项 相 乘 , 又 因 它 的 一 
致 收 笋 性 可 逐 项 积分 ,於是 有 
{Tle OTC, 8; Nd- 习习 Morse 
分 二 n= 二 p, 且 多 更 和 的 次 序 ; 右 端 的 琢 数 则 有 进 棕 形式 : 
kG, = BD Pp-DNI Es) = aD, 


太一 号 并 一 工 


关 是 求 得 解 核 计 清 足 养 柑 性 积分 方程 
2 Po ts NIG, 8; Wat. (5) 


现在 须 注 意 下 事实 。 当 2 二 8 时 , 核 在 区 竟 s<w<6 内 可 能 是 不 可 积 的 。 
在 过 样 情况 , 当 “= 时 ,我 们 可 将 核 的 值 作 任意 改 释 , 而 使 K(x, 2) 在 
区 闻 < 和 xz 乏 内 少 坊 连 丢 。 例 如 ,可 设 K(x, 0 三 0。 在 我 们 所 考虑 的 
一 类 男 数 (xz)， 核 的 坦 样 改 秋 不 影响 邦 列 德 和 蒙 算 子 


| K(x, s)op(s)ds 


@ ”如 果 我 们 从 82 中 的 (81) 式 出 发 ,用 同 衬 方法 ,可 得 到 方程 
了 (2 383; 和) 一 下 (293) + E(t, 3 (DT Mato 


[9 引 列 德 和 昆 解 核 5 
在 任 一 点 的 值 。 现 在 我 们 可 算 作 对 於 一 切 值 m, 下 积分 
4n=| 玉 (Co pds 
此 存在 。 入 分 4 对 做 核 人 (2 5 的 守 歌 中。 它 也 可 里 做 mr 次 右 核 的 
跻 。 在 C1) 中 ,分 s=z 且 取 称 分 ,得 到 以 后 需要 的 公式 
[ Po ¢; Nas = 3 4 Xml (6) 
现在 研究 对 於 任 半 正则 值 入 积分 方程 的 解 的 构成 。 葵 一 个 任意 正 


数 已, 我 们 将 在 图 | 入 | 二 内 来 考虑 。 将 核 上 (zx, 89) 分 解 作 K(%, s) = 
二 PP(%, 8) 十 KK'(%w, s), 其 中 P(x, 8) 是 三 角 多 项 式 , 且 


bre ) 2 于 
| .| (9 加 必 < 了 Ts 


其 次 ,如 56 中 同 栎 处 理 , 我 们 将 所 设 积分 方程 化 起 8 5 中 的 方程 (6 )， 
使 德 者 的 核 是 退化 核 。 由 $4 中 的 方法 , 过 个 有 退化 核 的 方程 也 可 化 篇 
代数 各 性 方程 组 。 解 薄 倡 方程 组 ,我们 容易 求 出 所 长 积分 方程 在 图 
| 志 B 内 的 解 可 能 表 如 下 形式 


po)=fCo) +A] Ps NG- Dove); (7) 


c 是 上 面 所 说 的 贸 性 方程 组 的 解 ; 它 和 84 中 方程 组 (5 ) 是 相同 的 , 征 
须 训 54 中 方程 组 (5 ) 的 fr 篇 


fe=|, FC) breCs)ds= 


-| C7 +42 re, ; WF aA Ds) ds= 
OAOLD 
此 处 从 简单 起 见 , 合 
GD)=5CO+X| 六 (8， A)brCtat, 
因 入 是 一 个 正 划 值 , 则 8 4 中 方程 组 (5 ) 的 行列 式 办 於 替 ,我 们 将 以 


56 第 刚 德 利索 型 的 7 各 [ty . 第 一 下 


一 -一 一 


D(X) 玫 示 过 个 行列 式 , 且 用 克拉 内 公式 来 区 定 ci。 首 公 式 中 的 委 子 
全 全 行 天 二 汪汪 行列 夫人 了 天 玉 展开 , 则 有 下 形式 


2) iy > pa CM) fm; 


其 中 用 du 表示 位 置 在 第 m4 齐 第 4 行 的 元 素 的 儿 因 子 。 将 cp 和 fs 代 


po)=f (0) +A| Te, 8; NF) ds, (8) 


Ck 二 


其 中 ,分 
n(%, 8) 入 ) 一 刀 (2， 8 ， +I ， > ,Am CN onls) bmls). (9 ) 
人 $2 中 解 核 Cn 我 们 有 最 后 辕 果 : 当 於 一 切 正 旭 值 入 , 弗 齐 德 和 


生意 久光 下 而 引信 衣 剖 宙 夺 。 

1， 解 核 在 公平 面 上 是 沾 纯 画 数 。 过 可 和 从 下 述 事实 直接 推 得 , 即 
在 以 作 生 径 的 任意 图 内 解 核 仅 可 能 有 有 限 个 标点。 这 些 极点 人 是 模 
不 大 於 玉 的 特 徽 值 ,也 就 是 模 不 大 蕉 五 的 Da()) 的 零点 。 

2、 当 和 的 值 很 小 时 , 解 核 由 级 数 ( 1 ) 礁 定 。 适 可 从 $ 2 中 解 核 的 
唯一 性 以 藉 之 。 

3， 锻 解析 虹 拓 原理 , 狂 示 出 解 核 在 ^ 全 下 面 上 满足 方程 (4 ) 帮 
(5 )。 

4 每 一 特 徽 值 是 解 核 的 极 是 。 


习 过 个 事实 不 成 立 。 也 就 是 解 核 在 特征 值 Xo 点 是 全 炖 的 。 介 册 (2) 
是 共 软 方程 


2) 一 | Ks, oy(s)ds=0 
的 特征 画 数 。 由 弗 烈 德 和 蒙 第 四 定理 ,方程 
(全 一 ja 天 Ce 8)9(8)ds=ole) (10) 
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EP LI ee ee ea [ee 


没有 解 。 现 在 设 入 是 与 和 近似 的 一 个 正则 值 。 方 程 
po 一 | Kl, ps)ds = dle) (11) 


有 和 解 ,这 仙 解 是 由 (8 ) 式 中 以 Jjol?) 代 了 (2) 得 之 。 将 道 解 代 到 (11)， 
基 得 


Yolo) 上 | TCss; bols) ds— 
| | K (%, s) Wols) + [TGC Da Yds= oo). 


因 解 核 在 入 二 ho 点 是 全 纯 的 , 则 可 能 在 积分 号 下 取 和 一 的 述 限 。 按 址 
嵌 契 理 和 后 ,得 到 


CD + Tes 5 ho) fols) ds— 
1 Ks fh + POs ss MO ww 
过 序 显露 出 方程 (10) 有 解 , 旦 过 个 解 等 大 
Jo(o) 十 j| ,PCe， 3 ho) ols) ds 


由 庆 划 个 矛盾 ,正确 地 甫 明了 我 们 的 断言。 
解 核 多 是 入 的 个 纯 画 数 , 它 就 能 移 表 篇 雨 个 整 丽 数 的 商 。 我 们 将 
建立 天 肉 解 核 的 慎 样 形式 。 
在 (9 ) 中 合 :一 s, 且 水 项 积分 ,有 则 有 等 式 : 


| zc， 8 Vas=| r'Gs, s; 入 )ds+ 
J, hy > Ara) | qs)bn (eds, (12) 


我 们 将 薄 售 在 最 后 等 式 的 右 端 中 的 和 等 座 一 Dn(%)。 轩 从 De(X) 求 微 
商 ($4 中 (6 ) 式 为 则 有 
Qam k 


D(A\)=— > Qmx A mk 一 人 之 1 CO dx o 
其 灵 , 回 乙 (s) 的 定式 ,有 
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n b n b 
> dn | bn(s)ar(s)ds= >, 4 | Dn(s)arx(s )ds+ 
a k,n 1 0 


knm=i 
nt brb 
+ dx | | ba (tos T's,s; Ndt ds= 
Ek,m=1 QJa 
一 D> ,Gmk dk 十 人 > A | | by (tar(s OD (t,s;N) at ds, 
我 们 起 须 说 明 
2 人 。 _ damx 
| | bu Cars)" (by 8; Mds d= is, (18) 
应 注意 的 (85)，2， 不 依赖 於 入 ,县 


; 
Qa.(%) 一 Qi 全) | I'(z, T,， A )ar(T) dr; Q(T) -一 COS 2 。 
於 是 
b bp repb 
am=| OLAOL EE | bs)oaCT' CG, t; Wdids, (14) 


| [ bn(t)ar(sOT (t, ;Adt ds -| . | DoxCsyP CS)dids 十 
十 [ | | bm(tarCT TG, ss T's, ri)ds di adr。 (15) 
三 重 积分 具有 下 形式 
| | bnCtyan( Td dr | Pd s; DE, T; Mdso 


由 解 核 的 征 积 分 方程 (5) ,最 内 部 的 一 个 积分 等 於 号, 而 (15) 
式 构 租 下 形式 : 
| | 5 Ct)ar CT Ct s; Mdt ds -| [ bt aS T's; Mdt ds 
+X | CDau(D2 HT dar。 (16) 
将 簿 式 和 (14) 式 比较 ,我 们 可 肯定 (18) 式 的 正 礁 性 。 
现在 有 


[ Tn (s,s;\)ds -| 1(s,s;X)ds 一 DN) 
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(17) 式 的 右 端 第 一 项 在 图 |^| < 也 内 是 全 炖 画 数 。 届 是 行列 式 DCN) 
的 m' 次 根 , 且 此 模 也 在 图 内 。(17) 式 指出 X 是 夯 数 


3)=| TG s; ds 


的 一 级 极点 , 且 残 数 等 於 一 nx。 以 是 推 知 匣 上 改 绝 了 叶 ，De( 和 ) 呈 然 随 
同 改 多 ,但 宪 的 根 的 次 数 保持 不 炙 。 其 次 ,从 (17) 式 的 形式 牛 邦 档 数 
6( 和 ) 仅 有 一 级 极点 , 居 些 极点 是 与 核 全 (2 8) 的 特 币值 相同 的 ,过 些 极 
点 的 歪 数 都 是 仙 副 数 。 人 於是 图 数 
DDO) =e 1 (18) 

是 一 个 整 画 数 ; 它 在 图 | 入 | < 内 的 等 点 是 与 De) 的 雾 点 相同 , 且 也 
有 相同 的 次 数 , 此 不 及 是 任意 正 数 。 因 之 从 (9 ) 式 ,下 乘积 

Dl%, s; M) = DOMT (LY, s; \) (19) 
在 图 | 入 | 和 忆 内 是 全 印 夯 数 ; 因 已 是 任意 的 , 则 D(%,3; 和 ) 是 和 的 整 画 
数 。 准 是 得 出 解 核 是 雨 个 整 画 数 的 两 的 形式 


ro, 六 = 和 二 (20) 


北 且 解 核 的 极点 是 与 分 母 的 雳 点 相同 。 
车 | 外 | < 三, 则 


8(N) = > 4 和)n-1， 
其 中 4， 是 核 K(%, $s ) 的 玻 。 於是 


-Li vv _ 

DW 六 站。 QD 

将 最 后 级 数 购 需 ) 的 短 航 数 , 旧 我 们 得 到 的 航 数 在 全 丰 面 上 是 收敛 的 。 
因 DGX) 荐 整 画 数 , 址 个 推荐 是 很 明显 的 。 

定理 ” 解 核 的 分 子 和 分 母 都 可 用 在 入 全 下 面 上 篇 妆 伊 的 弗 列 德 和 


而 和 和 和 


用 角 散 性 促 访 


60 弗 列 德 和 党 型 的 方程 [上 篇 第 一 - 音 】 


CT Te 


D(z,s; )=D 一 B,Cy, SN, (22) 
DN = >) (~ CaN", (28) 
其 中 、 Bol%, 8) = 人 KK (2, 3) ) 
Be， s) -| -| iC8, 8)dtidts.-dt,, (24) 
是 K(g,s) F(t) KCG,t) KC,t) 


Kb,8) KBst) Kti,ta) Kt,tn) 
K(fo,s) 天 (所 在 ) K(fto,to) :EK (to, tn) 


| 


An(%, 3) = 


K(t,8) ROGb) KG,ts) : KG,t,) 

z co=1, 

| 下 (和 在 ) K(fi,ts) :£ Ki,t,) 

oo= | K(fost) K(ts,to) :'* K(to,t) 


本 | 


dd (26) 


ROGt) RG,ts) . R(ts) 
首先 我 们 性 明 B,C2, s) 和 c, 之 间 有 下 天 保 
cnr=| BCs, sds, (26) 
Ce 一 (cy -a|. K(%, B,Ct, ed (27) 
降 式 (26) 是 很 明 是 的 。 需 了 证 明 (27) ,将 行列 式 (241) 按 第 一 行 展 开 : 
Ba s)=KCw,s)0st S| | CDeK (ots) 4a(e) ddia.-db, 


其 中 
Kb,s) KObiyt) o* Kistas) 下 (而 下 *** Ki,t) 
K (tf2,8) K (to,t1) 机 K (to, ta-1) K (tz,tar1) “" K (ts,tn) 


和 


K (tn,s) K (t,t1) 机 长 (名 如 -1) K (ta, tori) 机 K (t,tn) 


eg 
mr 


x 
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在 关於 指标 是 a 的 多 和 中 ， 将 第 c 列 的 元 素 移 到 第 一 列 的 位 置 , 剧 
须 将 行 刘 式 业 以 因子 (一 DD ;再 将 积分 中 的 多 数控 下 琢 
tb, t， t»， “9 ba-1 》 bari1s 9 bn 
bt, biytoy ,tar1, bay «i) 加 -1 
严 换 之 ,使 上 行 的 变数 代 往 下 行 的 相当 构 数 。 和 经 避 样 构 换 以 后 ,可 使 和 
中 的 侦 积 分 释 篇 相等 ,於是 我 们 得 到 ( 妆 天 (241)) 
B,C, 8) = 6K (%,s) -中 KGzd | 4 (0 
=CnK (2,s) -中 K(x, t) Bri(t, s)dt, 
从 (26) 及 (27) , 可 得 到 介 亦 傈 数 6, 之 间 的 一 个 授 推 关公 。 在 (27) 中 分 
2 一 8 且 和 月 2 至 2 取 积 分 。 人 蕉 是 有 
Car1 = 6ndi— | [ KC8,t) B,Ct, ds dt 
在 过 个 式 中 代入 由 (27) 得 出 的 Bi, 剧 很 容易 将 它 篇 作 下 形式 
nfl 一 Crdi—ne n_1A2+ n(n Dl | 天 2(8 9 t) B,_»(t, s) ds at, 
稳 熏 施行 导 样 运算 ,我 们 得 到 下 关 傈 式 
| CI nl Mas 0, (28) 


Cna+l 一 
现在 不 风 求 得 D(X) 关於 和 乘 堪 的 无 户 级 数 展开 式 。 避 
DO= DE yp, =D"D"0), 


和 从 (18), 有 
D'(MW)=~0%) DN), 
对 於 吕 个 式 子 , 应 用 莱 布 尼 医 公式 微分 nm 次, 划 得 


Dr O) 一 一 > Fer 9 人 (人 0) 了 0)， 


k=0 


_ (— Din! An pr 
或 Yn+1 p> 用 | Yko 
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凡是 yw 和 cwi 适合 相同 谴 推 詹 俊 。 此 外 ，Yo 二 50 二 1 。 故 对 於 
任 一 ”有 yn 一 cno 於是 整 丽 数 D(A) 可 以 级 数 (28) 才 之 ,因而 此 航 数 
在 入 下面 上 任何 有 限 你 域内 是 收敛 的 。 : 

今 精 向 西数 DC2, s; 和 )。 在 关於 解 核 的 入 分 方程 中 ,将 解 核 代 作 

T(2,8;N) = 2 si 和 ) 


DA) 
天 D(z 8; 入 ) 满足 下 方程 
D(%, s; 六 一 中 Els, Ds; 入 由 一 区 CsDOD (29) 


解 道 个 方程 ,而 将 它 的 解 看 作 和 琵 才 的 无 宕 级 数 形 式 : 
De s; N= S$) A— hss) Xn 


将 此 式 代 大 (29), 且 使 人 的 次 数 相 同 的 傈 散 相 等 ,我 们 得 到 关於 6,(%,s) 
的 尼 推 关 傈 : 
Bo(%, 8) 一 下 (2 3) 


(88) 一 Ch 民 (2，8) -nl K (wt Bi1Ct, 8)at, 


以 此 与 (27) 比 较 , 旭 立 得 B.Cz,s)= B, 《2,8)。 认 是 (22) 式 得 到 体 明 。 
由 冷 DCw, s; 和 ) 基 和 的 整 画 数 , 故 航 数 (22) 在 全 玫 面 上 蚌 收 禾 的 。 

附 广 ” 傈 数 B,Cz,s) 和 64 可 从 沽 推 关 傈 (26) 和 (27) 淆 定之 , 因而 
可 洲 锡 在 (24) 及 (25) 中 的 行列 式 的 积分 的 计算 。 

级 数 (22) 和 (23) 是 由 弗 列 德 和 蒙 氏 首先 得 到 的 。 在 核 是 有 界 本 数 
的 假 届 下 , 弗 列 德 和 蒙 氏 合 辟 明和 两 个 级 数 在 和 平面 上 的 任何 有 限 区 
域内 是 收 鱼 的 。 弗 列 德 和 蒙 氏 的 以 明 是 以 阿 巡 下 天 有 关 从 行列 式 的 估 
值 一 个 著名 定理 昌 作 基础 的 。 卡 规划 天 [15a] 仅 在 下 积分 


| K?(w, s)|dx ds 


由 ” 阿 途 马 近 定理 和 弗 列 德 和 紫 氏 的 克明 ， 见 於 一 般 积分 方程 的 阶 著 中 。 鲍 如 , [21]， 
[5J 和 [L7]。 


[$9] 费 列 德 和 架 解 核 63 


是 一 有 限 值 的 假 散 下 ,全 妖 有 明 地 数 (22) 和 (23) 表 示 入 的 整 画 数 。 卡 厂 
划 定 理 的 其 他 体 明 见 礁 我 的 论文 [27n] 。 间 篇 论文 的 要 点 ,是 曾 方 程 的 
核 通 合 $2 中 不 等 式 (1 ) 和 (17) 时 而 研究 较 特 殊 的 情况 。 最 后 , 伊 欧 柯 
维 奇 氏 E4 申 合用 较 卡 尔 注 氏 更 广 活 的 条 件 来 症 明 报 散 (22) 和 (38) 在 和， 
平面 上 的 任何 有 限 区 域内 是 收 叙 的 。 

画 数 了 () 常 叫做 弗 列 德 和 蒙 行列 式 ,而 D(x, 8; 入 时 做 弗 烈 德 和 
蒙 一 般 子 式 。 弗 烈 德 和 蒙 兵 会 引用 任意 级 子 式 的 概念 , 址 个 子 式 也 是 粗 
数 , 它 的 构成 是 和 (22) 及 (23) 相 似 的 。 因 在 此 不 需要 , 故 本 书 将 不 讨 闹 。 

例 求 下 核 K(%,8)=%T+8 
的 解 核 。 

我 们 有 co 二 1，Bo(%,s) 一 x 十 8。 其 次 ,有 有 


1 
co | 28 ds=1|1, 
0Q 


1 
Bi(%, s) =z+s—| (th) (ts) d= (e+) —ze—S, 


ff 1 __1 
cs=] (一 2 一下- 6 


B,(7%, 8) 一 —a e+) -2| (¢ +) | 读 (ts) 一 怒 一 |dt=0。 
既然 Ba(2 8) 三 0, 居 从 (26) 和 (27) 可 见 cs,， 06s，… Ba Bs,… 此 篇 等 ， 
於是 我 们 得 到 : 

Do0,8; 入 ) 一 4 十 8 一 二 (Ts) — ts— 于 上， 


3 
A2 
z+s— | (十 9) 一 好 一 = 
六 (2 ，8; 惫 = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 o 
1 一 入 一 -二 ~ 
12 


关於 近似 解 的 收 敛 性 的 附 诗 ”应用 深交 迫近 法 ,可 得 到 按 入 升 竺 


只 _ 
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er 


的 无 敌 级 数 形 式 的 解 。 若 才 示 解 核 的 才 级 数 在 贺 | 和 | < 内 是 收 做 
的 ,上 胚 由 逐次 迫近 法 所 得 的 级 数 在 过 图 内 显然 也 是 收 化 的 。 但 从 窗 构 
画 数 论 中 一 般 定 理 , 表 示 解 核 的 震 航 数 在 图 | 和 < | 入 | 内 是 收 叙 的 , 此 
万 | 入 | 是 一 切 特 币值 的 模 的 最 小 者 。 由 此 逐次 迫近 航 数 在 同 园 内 也 十 
收 伊 的 。 答 上 面 所 述 显 示 出 下 千 末 


和 


§ 10. 约 有 有 性 方程 ”我 们 回 屋 一 下 ,所 办 能 奇 性 方程 就 是 它 的 核 具 
有 下 形式 


EK(z%, = 节 瑟 和， 
其 中 0<a<1, 且 H(%, s) 是 一 个 有 界 画 数 。 或 者 车 在 ? 维 空 间 和 的 有 


限 区 域 @ 内 取 积 耸 , 则 
K(M, Mi) = MY, 0<acn, (1) 


其 中 1 及 M; 需 2 内 的 任意 二 点 ,7 需 遭 二 点 间 的 距 族 。 关 人 礁 朋 奇 性 

方程 的 理论 和 弗 列 德 和 蒙 方程 的 理论 兹 乎 是 完全 相同 的 。 在 特别 情 

涡 , 我 们 将 示 明 弗 烈 德 和 莫 攻 定 理 以 及 弗 列 德 和 蒙 交 比 定理 对 於 弱 奇 

性 熏 程 此 保持 有 效 。 我 们 将 对 评 ” 准 容 闻 的 有 限 区 域 2 来 研究 , 因 篇 

遭 个 情况 在 应 用 上 是 很 有 丛 的 , 且 在 能 奇 性 方程 的 基本 理论 的 构成 和 

葵 明 方面 空间 的 亲 数 是 起 了 某 些 作用 的 。 现 在 我 们 述 下 面 的 定理 : 
定理 1， 汲 


已 CaD1< 仿 TOOaD1< 爷 ， 


Ia 


其 中 省 及 4 是 常数 ， 且 0 < 0 SEN; 0<pb< 和 Do 则 多 礁 核 


NCM, Mi) -| KCM, MTCN Mr)dMx， 
有 下 面 信 计 
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， 管 cc+B<n， 
INXCM, M1)| < Cr 党 ar+B6=n (2) 
i i a 8B>%n, 


站 中 是 常 数 。 
以 70 表示 距 见 MM,, 这 表示 距 见 M1NWM，， 有 HL 以 Rh 表示 不 小 於 
8 的 直径 的 任 一 值 。 姑 有 


INCM, M)|<A4ds| a 0 <414s| dM, 


,hn TG (8) 
若 a 十 86<n, 项 (3 ) 中 的 积分 是 一 致 收敛 的 , 因 之 是 一 有 限 值 , 故 发 得 
(2 ) 中 当 a+B6<n 的 情况 。 现 在 设 xc 十 BE>n。 百 珊 点 是 原点 , 且 引 
经 过 Mi 点 的 一 人 条 坦 综 作 篇 坐标 四 om 使 从 对 至 Mi 的 方向 是 正 向 。 
於是 用 及 .Wi 二 点 的 华 标 分 别 是 (0,0,…,0) 及 《7,0, 0,…, 0)。 以 
(zw1,%2 0 表示 Ms 点 的 坐标 。 划 有 


人 一 > Wx, TI 二 (01 一 7)? 十 > 。 
将 (83) 中 的 积分 作 焰 换 2 一 hx，8=1T 2 0。 划 不 等 式 (3) 儿 入 下 
形式 : 


Al4, dé1d€2 "dE 
WM, MD) | < 各 佐 | Sep 。 (41 


此 区 P 一 人 / 习 强 。 现 在 对 (4 ) 中 的 积分 作 一 个 估 群 。 我 们 有 
déidés-dés =p"1dp d8， 
其 中 d8 是 在 坐标 往生 6， …， ,的 空间 内 的 单位 超越 球面 上 的 面 入 
元 素 。 共 次 
(&1D?+ Dp tl> (pl)’, 


党 p> 2 时 ,不 内 推 知 (p 一 1)?> 于 p?, 内 是 有 
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(&1—1)?+ D> 于 Pp? 
现在 ,有 


NOM, M1 < | 于 一 全 
pe2 | ED’+ Del 


+2| aa pi ap ‘sl ( 5 ) 
oe dp Dr-ag 
25| ptBTIn 7 Bn 9 


其 中 5 是 单位 起 越 球面 的 面积 。- 於是 (5 ) 中 国 括 约 内 的 十 积分 之 和 小 
於 菜 一 个 常数 , 因 之 (2 ) 中 共 a 十 6 二 n 的 情况 得 以 脆 朋 。 最 馈 , 若 
ao 十 B=n, 旧 (8 ) 中 国 括 张 内 第 二 个 积分 等 於 


268 | "Cp 一 208ln 刀 
p 
由 此 得 到 (2 ) 中 关 礁 导 个 情况 的 识 朋 @ 。 
系 如果 核 是 观 厅 性 型 的 ， 则 委 基 一 个 严 核 以 馈 的 一 切 颈 核 肯 是 
有 界 的 。 
若 核 适 合 不 等 式 ( 工 ) ,从 定理 工 , 妈 针 灵 它 的 和 次 盟 核 有 下 佑 放 
[Kn CM, Mi)| em We m0 
Cn ， 党 ma 一 (%m 一 rn<<0 时 ， 
其 中 Cm 是 一 个 常数 。 於 基 , 洛 


"(6) 
则 天。 MH) 是 有 界 丽 数 。 z 
由 此 可 见 若 指标 是 适合 不 等 式 〈 6 ) 的 任 一 整数 , 则 核 K(XM， 
@。 盆 考 煌 . 还 ， 这 波 列 夫 :数学 物理 方程 ,国家 技术 出 版 社 , 1947, 第 233 一 237 页 。 


LY 
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以 1) 是 有 灌 汞 数 。 
花 引 用 下 面 的 记 屿 。 浊 长 任 一 夯 数 pCM) 用 Bp 玫 之 ,如 
bop=9(M). 
例如 ,我 们 可 各 下 式 
PC 一 诈 ,EC MOP MAM = ( 盏 一 多 )p。 
若 将 过 个 刀 号 妞 看 作 1， 则 含有 算 子 天 的 乘 畴 的 妖 个 多 项 式 相 乘 , 可 
看 作 是 等 常 多 项 式 相 乘 。 例 如 
(E—-AMK)(B+AMK)o=(B— NK) p= 
=9CH0D) 一 好 | KaM, Mi)p (MAM:. 
现在 讨 瞪 方程 
pM) A) KOM MUAMAM), (7) 
其 中 KCM, M1) 具有 形式 如 ( 1 ) 式 。 训 mn 是 适合 不 等 式 ( 6 ) 的 任 一 
正 整数 。 方 程 (7 ) 可 窟 各 
(五 一 入 天)D 一 CD)。 
对 得 式 的 两 泪 峙 乘 以 下 算 子 
(B—eAK) (BENR)...(B— ei\R) = EARLNR?. 
1"-1 


其 中 = oi Ea {从 是 我 们 得 到 核 般 有 界 的 弗 列 熏 和 世 方 和 
(E—-NK" p=(EBIAMR ENEK?+...+Am-1KRm- 1)Ff, 
或 ,更 详 钵 的 篱 出 ,是 


pCM) -2"] E,CM, MpCM AM, = 
=fCD+N) EC, MF MAM + 


+j| Ka, MF MAM t+ 
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十 和 oa | Kn WM, MOFCOMDAM:. (8) 


是 然 , 方 程 (7 ) 的 一 切 解 也 满足 方程 (8 )。 遭 个 情况 在 以 后 起 着 很 重 
要 人 作用。 一般 音 之 , 道 情况 的 反面 不 一 定 正 俱 , 也 就 是 说 方程 (8 ) 可 能 
有 人 解 不 满足 方程 (7 )。 . 

我 们 着 手 体 上 明 弗 询 德 和 忱 诈 定 理 对 於 方程 (7 ) 是 有 效 的 。 

对 於 特 向 值 的 定 纹 , 略 作 下 面 的 修改 : 如 果 一 值 ‰ 使 下 面 的 齐 欢 
方程 

(五 一 和 KE 0 一 0 

有 不 恒 等 蕉 雾 的 解 , 旭 Xe 叫做 核 到 1) 的 一 个 特 币值 。 我 们 应 注 
意 得 个 定义 关於 弗 列 德 和 到 司 方 程 也 通用 的 ,从 弗 列 德 和 缘 利 二 定理 
即 可 推 知 。 

1 ， 设 和 是 核 ( 骨 , M1) 的 一 个 特 币值, 且说 和 在 图 | 和 A| 邱 
内 ,此 夏 玉 篇 任 一 正 数 。 以 po( 彤 ) 表示 与 和 o 对 诡 的 特征 画 数 , 因 之 有 


pM) -hl k(M, Mi pM AM =0, (9) 
由 上 面 所 指示 ,区 poC4) 也 满足 下 方程 
po MI — NY | FE, CN MoCU DO =0, (10) 


站 样 一 来 ,可 见 条 是 核 mn《 及 ,M1) 的 特 币值。 但 和 馈 者 在 和 牛 径 篇 的 
加 内 仅 有 腿 个 特 币值 ,於是 核 下 ( 开 ,3 在 园 |j | 关羽 内 也 全 有 有 限 
个 渤 样 的 值 。 弗 列 德 和 党 第 一 定理 得 到 痘 明 。 

2 . 设 方 程 (9 ) 及 (10) 分 别 有 7 个 及 7 个 糙 性 无 关 的 特 徽 夯 数 。 
因 方 程 \9 ) 的 每 一 解 也 满足 方程 (10), 故 * 委 m。 但 ”是 一 有 限 正 整 
数 , 订 是 7 必然 也 是 有 限 的 。 过 了 吏 题 示 出 弗 列 德 和 芭 第 二 和 定理 淹 余 轴 
奇 性 方程 也 有 效 。 

3”. 设 ( 9 ) 的 共 示 方 程 

(BE—NMK*)y=0 (11) 


Li 10] 喘 疹 性 方程 的 


有 7 个 和 狠 性 无 天 的 解 。 邻 玩 择 m, 使 下 面 族 数 

gM\0, EN0, ,8 1No 
中 的 任 一 数 都 不 是 核 KCUY ,HY1) 的 特 币值。 什 样 mr 值 的 哆 择 恒 乱 可 
能 。 因 如 果 公 样 的 mw 不 存在 ,在 图 周 | 入 | = |Xo| 上 核 开 (MK Wi 有 无 
完 个 特 微 值 ,这 就 第 背 了 费 列 德 和 蒙 第 一 定理 。 江 站 定 后 ,方程 (9 ) 
及 (10) 是 等 价 的 。 禽 了 东明 过 个 事 儒 ,将 (10) 宫 作 下 形式 

(BehK) I ( 百 一 syoK)go 一 0。 
今 引 用 下 记号 
i (8-ehK)go pM), 

於是 有 

(BE—ehk )p1=0, 
因 eh 不 是 特征 值 ,有 居 p91(M)=0, 或 

工 (EB— eR)po=0, 


现在 再 分 II (如 一 er%K)po=9s(MM) ,同样 可 其 明 po(M) = 0。 炎 统 进 
手 秆 有 限 次 以 钱 ,我 们 得 到 
(再 一 6 人 o 玉 ) Oo 一 (五 一 MK )po= 

这 就 是 方程 ( 9 )。 

因 方 程 (9 ) 及 (10) 是 等 价 的 , 故 和 后 者 的 牧人 性 无 天 的 解 的 个 数 也 等 
於 7。 由 认 弗 列 德 和 蒙 第 三 定理 , 旭 方 程 (10) 的 共 见 方程 

(EB— MEK*"*)w=0 (12) 
也 有 相间 个 数 称 性 无 并 的 解 。 但 过 个 最 和合 方程 可 写作 下 形式 
(BP—eMK*)(B— emER*)...(B—e" NRE*) (EMKR*)w=0, 

这 方程 有 不 少 从 7* 个 入 性 无 天 的 解 ,从 是 7*<7。 

应 用 和 -上面 完全 相同 的 方法 ,可 恰 1* 之 r。 最 后 有 7* 一 7， 此 即 答 
合 弗 列 德 和 莹 第 三 定理 的 结果 。 
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4"， 今 辕 而 讨 稚 弗 列 德 和 蒙 第 四 定理 。 必 要 休 件 的 惟 明 完全 与 88 
相同 , 此 契 仅 须 囊 人 条 件 是 充分 的 。 和 前 面 一 样 ,我 们 遗 择 ,使 sko'e 和 o， 
… en 1)o 此 不 是 核 KCM， M1) 的 特 微 值 。 於 是 方程 (7 ) 及 (8 ) 是 等 
价 的 。 间 个 事实 的 广 明 是 与 广 明 (9 ) 及 (10) 篇 等 价 相似 的 , 仅 须 分 

pr) = I (BamWRTCE-ME)o—f, 


因此 仅 须 关 朋 方程 ( 8) 有 和 解 的 充分 条件 。 由 弗 鹿 德 和 荣 第 四 定理 ,如 
外 


( (B—ehK)f, oj 一 0， (18) 
则 方程 (8 ) 有 解 ,其 中 表示 方程 (12) 的 任 一 和解 。 我 们 将 人 条 件 (18) 改 
多 作 下 形式 。 合 [[ (一 eK)f 一 帮 , 旭 有 


0=((E—éekK)f1,0)= (fi1,2)— erm Kfi,w), 
或 由 8$8 公式 (6 ), 有 
0=(fi,0)—eM fs, K*w)=(f1,(B—emkK*))= 


_ (LH (B—ehR)f, (BahR*)o), 


现在 全 I ( 一 e*hK)f 一 f;, 依 此 类 推 。 灯 可 从 柑 盈 算 ,我 们 可 将 (13) 
絮 作 下 形式 
(1, TI (BE~s%ok*)o )=0。 (14) 
现在 将 方程 (12) 写作 下 形状 : 
玫 (Ba R= (一 和 民生 ( 盏 一 KE“)o 一 0。 
由 此 可 见 在 (14) 中 的 数量 积 的 第 二 因子 是 方程 (11) 的 一 解 ,而 方程 (11) 


是 方程 (7 ) 的 共 塌 方程 。 於 是 , 篇 了 要 方程 (8 ) 有 解 及 它 与 方程 (7 ) 
的 等 价 性 ,只 须 及) 与 方程 (11) 的 某 些 解 是 正 交 的 ,而 站 些 解 的 形式 


[$ 10] 弱 何 性 方程 ?1 
是 镍 (8 一 5%6K*)w, 此 不 o( MM) 是 方程 (12) 的 解 。 肖 就 足 狗 短 明 了 
f(M) 与 方程 (11) 的 一 切 解 是 正 交 的 。 

适 样 我 们 就 完成 了 弗 列 德 和 蒙 第 四 定理 对 众 弱 奇 性 方程 的 首 明 。 

附 福 1， 不 崔 咀 明 方 程 (11) 的 一 切 解 有 下 形式 

JCM) = 这 (BhK*)o, 

其 中 oC(M) 满足 方程 (12)。 

附 福 2， 在 弗 列 德 和 莹 族 定 理 妆 认 联 奇 性 方程 的 证 明 中 , 仅 用 一 
个 限制 条 件 , 也 就 是 从 某 一 个 皮 核 以 熏 的 一 切 盟 核 是 有 界 的 。 至於 核 
(1 ) 的 形式 的 概念 在 脸 明 中 未 全 涉及 。 过 就 说 明了 弗 列 德 和 这 许 定理 
半 基 任何 积分 方程 均 有 效 , 补 须 直方 程 的 核 从 某 一 个 蝇 核 以 后 的 一 切 
县 核 是 有 界面 数 。 

如 果 入 不 是 方程 (7 ) 的 特 籁 值 , 旭 秆 样 的 入 叫做 正则 值 。 若 入 是 
一 个 正 旭 值 ,我 们 可 车 明 方程 (7 ) 有 解 , 且 得 解 是 唯一 的 。 事 实 上 , 在 
壮 样 情 党 下 , 桨 次 方程 


pM) 一 和 | EC, HM dM =0 (15) 
公有 寺 解 ; 杖 是 弗 列 德 和 蒙 人 条件 对 其 任意 西数 (MUM) 自然 满足 , 因 之 证 


实 了 方程 (7 ) 的 可 解 性 。 又 因 方 程 (15) 没有 不 需 堵 的 解 , 故 方程 (7 ) 
有 唯一 解 。 


第 二 章 ”对 称 方 程 
( 希 病 但 有 瞳 - 施 密 特定 理 ) 


$ 11. 对 称 核 “一 个 核 如 果 与 它 的 共 示 核 相同 , 则 秆 样 的 核 叶 做 六 
稀 核 。 过 柑 核 的 特 签 就 是 下面 恒等式 的 成 立 


K(x,s)=K(s, 2 )， (1) 
如 果 核 是 实 夯 数 , 则 下面 的 等 式 
KkK(w,s)=K(s, 2) (2) 
就 是 写 的 对 称 性 的 定义 。 
有 将 称 镇 的 积分 方程 时 做 网 称 方程。 


如 果 核 是 汶 称 的 ， 则 很 容易 吉明 它 的 一 切 县 核 也 是 对称 的 。 
例如 9 : 
K(x, s) =| KCs, KG, ?dt=| Kos, DD KOH) dt = Ro > 


Kgl%, s) -| K,(x, EKG, dt=| Ks ta dt =K,(s, 2), 
依 此 类 推 。 
例 核 2 十 s, iz 一 s|, 52 一 ?) 此 是 济 稀 的 。 核 认 z 十 s) 则 不 是 
对 称 的 , 因 在 过 情况 ,有 
K(s, 2) 一 一 并 (2 s), 
在 对 称 核 的 情况 ,，$ 8 中 (6 ) 式 构 人 篇 
(Koy, wb)= (9, KW), (3) 
在 实质 上 , 潼 称 核 导 个 大 本 性 质 , 决定 了 关於 对 黎 积 分 方程 的 一 切 理 
论 。 
在 下 面 的 一 列 夯 数 
Pi(%), PCIE ACHIIL (4) 
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中 , 如 果 任 登 两 个 本 数 是 正 交 的 ; 居 芝 和 侗 铀 刘 移 篇 正 交 彼 列 。 如 果 一 铂 
刘 是 正 交 的 , 及 其 中 任 一 夯 数 的 模 都 等 於 1， 则 必 过 个 钙 列 成 -， 正 交 
栋 准 系 。 於 是 ,车 第 列 ( 4 ) 是 一 正 交 标 淮 系 , 则 有 
0， 内 了 天 8 
1， 沙 z= 有 。 
我 们 很 容易 将 任 一 正 交 系 绝 作 正 交 标 准 系 , 只 须 将 每 一 画 数 用 它 自己 
的 模 除 之 。 

从 任 一 正 交 标准 系 出 发 ,可 能 建立 与 三 角 航 数 的 理论 相关 似 的 “ 军 
里 耶 家 数 "的 理论 。 我 们 半 计 个 理 认 作 和 简略 的 煞 述 。 

半 礁 任 一 夯 数 了 (2) 0 ,我 们 可 能 提出 下 面 问题 : 如 何 遗 择 傈 散 aa， 
02，…, on 使 下 面 的 近似 式 


Jo) 二 > QP rT) 
的 平方 均值 惕 差 篇 最小。 由 定义 ,平方 均值 误差 等 认 
,=—| ,1f(0) Deprl®) lrde 
我 们 引用 下 配器 
mfp) =—| fo pd 。 


常数 wx 叫做 夯 散 f(z) 天 从 正 交 标准 系 (4 ) 的 富里 子 傈 数 。 经 过 简单 
多 化 , 则 有 : 


《人 pz-| 


5.=| |f2(0) dot as—arl?—D lonl’, 


於是 可 昂 若 ox 二 04, 也 就 是 时 择 保 数 oa; 篇 f(z) 的 富里 耶 傈 数 ， 则 2， 
将 篇 最 小 。 最 小 值 6, 等 座 


CI EA (5) 


和 我们 偿 设 / 2) 和 它 的 不 方 此 篇 究 对 可 积 。 
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因 革 个 值 不 能 篇 负 , 居 有 
Sarl < 
上 不 等 式 的 左 滤 , 是 正 项 级 区 
> 


的 部 分 和 ， 而 不 等 式 指 出 这 级 数 的 一 切 部 分 和 是 有 界 的 。 从 而 脸 朋 上 
级 数 是 收 敏 的 , 且 有 下 面 不 等 式 


Sol’< HE. C6) 
汗 个 不 等 式 叫做 具 塞 二 不 等 式 。 
使 近似 式 中 的 ” 增 至 优 宕 大 ,我 们 得 到 夯 数 fc) 的 富里 耶 般 数 
AC (7) 


如 果 和 级 数 ( 7 ) 是 收 伊 的 , 且 其 和 等 於 (2), 基 希 了 (%) 可 展 篇 天 礁 
91(2) ,242)，… ,9n(2),…, 的 富里 耶 航 数 。 如 果 f(z2) 可 展 篇 一 致 收 
化 的 富里 耶 航 数 (7 ), 则 有 下 天 傈 


larl 一 上 时， (8) 


EkE==1 


我 们 称 上 式 霞 帕 页 斯 塞 泵 等 式 。 事 宾 上 ,党 ”和 坊 充 分 大 时 , 则 有 
| axprn(t)— fr) ! <<8， 
其 中 8 是 任意 正 数 。 众 是 
82=|f12—2 arl?<e(b—a). 
售 s 一 0, 因 之 "一 co, 我 们 得 到 帕 泵 斯 窗 泵 等 式 。 
关於 航 数 ( 7 ), 我 们 提出 两 个 基本 问题 : 在 什么 条 件 下 , 导 个 航 数 
是 妆 煞 的 ? 如 果 它 是 收 仇 的 , 姑 它 的 和 是 否 即 篇 (x)? 在 一 般 情况 ,第 


一 问题 的 解答 有 极 大 困 肉 , 然 在 实际 重要 场合 中 ,我 们 简单 地 用 富里 耶 
和 级 数 的 一 致 收 做 性 作 篇 充分 条件 常常 多 得 成 功 。 


i 
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rip 


邻 渴 入 第 二 问题 。 如 果 有 一 个 画 数 存在 ,过 责 数 不 情 等 於 竺 用 轩 
正 交 系 中 的 一 切 画 数 是 正 交 的 , 划 刘 这 倍 正 交 系 是 不 完 储 的 。 反 之 , 则 
衣 正 交 系 是 完备 的 。 例 如 ,在 区 关 (一 +,w) 内 的 下 列 正 交 系 

COgs T, Sn %, C08 24, SIN 2O，…， 
是 不 完备 的 , 因 9 (x) 三 1 与 遂 系 中 的 一 切 责 数 成 正 交 。 在 三 角 航 数 购 
理论 中 , 示 知 在 (一 w,w) 内 的 下 列 正 交 系 
1, eos 2 ,3In 1,cCog 27 SIN 2 ，…， 

是 客 备 的 。 

如 果 ( 4 ) 是 完备 正 交 系 , 且 航 数 (《7 ) 是 一 致 收 伊 的 , 剧 它 的 和 等 大 
jz)。 我 们 和 进 和 人 得 个 简单 而 重要 命题 的 人 性 明 。 分 

ws) = DY apr(e) —f (0) 
办 航 数 (7 ) 是 一 致 收 做 的 , 因此 宪 可 以 逐 项 求 积 分 。 於是 数量 积 (%， 
9x) 是 
(@, Pk) =3 op Pe)— (fy Pk)=ar— Qk=0 。 
於是 oC2) 与 一 切面 数 px(z) 是 正 交 的 。 但 正 交 条 (4 ) 是 完备 的 , 故 
ow) =0。 因 此 有 
Plapr(e) = (0) 

锥 此 应 指出 如 果 正 交 系 \4 ) 是 完备 的 ， 则 对 故 任 何 画 数 . 六 2z)， 眼 

寄 欠 不 等 式 杰 篇 帆 闪 斯 奸 峡 等 式 。 


半 礁 更 广泛 情况 的 富里 耶 航 数 , 我 们 也 作 一 些 补充 说 明 。 设 7(2) 
是 一 个 不 篇 和 揽 的 本 散 。 若 


| rowCGejwGyaee0， (9) 
则 请 pC) 和 Cz) 是 带 检 7(z) 的 正 交 画 数 。 如 果 有 下 天保; 
b 0, 党 4 关 k 9 
| Opa (10) 
1 1， 党 “一 1， 
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肌 谓 系 ( 4 ) 是 带 权 (zy 的 正 交 标 淮 系 。 


完全 上 与 上 述 相 同 ,我们 引出 画 数 2) 天 难 这 权 的 正 交 标 淮 系 
gr(22 的 本 明 囊 航 业 的 概念 。f(z) 的 富里 著 傈 数 由 下 式 俯 定 


n= | (of Co) pide; GD 
中 塞 页 不 等 式 和 由 页 斯 唑 全 等 式 有 下 形式 
Slo?<| ve)17Ce)zldz， (19) 
和 
Sas=| ro) fe) lar 。 (18) 


至 蕉 完 人 备 性 的 概念 和 由 和 遭 个 概念 所 产生 的 车 渝 ,都 能 毫 无 例外 地 推广 
到 得 个 情况 。 

关於 正 交 系 我 们 浴 出 多 个 例子 。 

《a ) 采 pr(2%)=ei*, 其 中 % 取 0 及 一 切 正 负 整数 , 则 此 系 在 (一 zi， 
r) 内 是 一 正 交 有 系 。 但 它 不 是 标准 系 , 因 

| EACD 2az=| GZ 一 2r 。 
显然 下 列 画 数 
ew, b= —2, —1, 0,1,2,. 


在 (一 也 》 IF ) 内 是 正 交 标准 系 。 
(6 ) 下 列 丁 数 


1, CoOg%, C0g 2 ，…， 
构成 在 区 间 (0, xw) 内 的 一 个 正 交 系 。 在 同 区 间 内 , sin hx, $=1, 2, 3， 
… 也 构成 一 正 交 系 。 
(5 ) 吉 六 德 多 项 式 


] ol 
Po(w) =1, Pn(2) = Qn] mr (Tt —1)", n=1,2, 3 
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在 区 间 (一 1 ,1) 内 构 皮 正 交 系 - 心 们 满足 下 天 你 
1 党 上 ， 
| Pr) Pv) d= 

玉生 “一 4。 

(T ) 且 比 谢 夫 多 项 式 

了 (4%) = 有 cos(k are co8Z)，8 一 工 , 9 8 


在 茎 半 (一 1,1) 内 是 带 权 


1 
7(2) =~7 1— 22 


的 正 交 系 。 如 果 将 Ti:(?) 乘 以 2， 卓绝 篇 正 交 标准 系 。 


(A ) 设 J/n(X) 表示 只 潜 尔 第 一 类 航 夯 数 , 且 设 ws 是 它 的 正 概 。 
在 计算 中 我 们 设 > 一 1 。 座 是 下 泵 其 列 
Ca ns)， k=1,2,3,-.… 
在 区 闻 (0, 1 内 构成 带 权 "(2) 一 2 的 正 交 系 。 道 些 画 数 灌 足下 关 人 
0， 车 % 王 6， 


VntilGkr)， 党 “=0。 

从 (a ) 到 () 的 戎 夯 数 列 都 是 完备 的 。 

将 上 面 的 话 正 交 系 引 六 到 实用 问题 中 , 将 起 重要 的 作用 。 革 榜 系 
的 例子 是 非常 多 的 。 

在 航 数 理论 中 , 我 们 可 能 将 任意 一 列 和 狠 性 乱 关 的 范 数 焰 换 篇 正 交 
模 准 条 。 过 个 多 换 的 方 村 有 很 重要 价值 , 时 做 正 交 化 法 。 设 9,(%)， 
n 一 1,2,3,… 是 一 列 吏 数 ( 个 数 篇 有 限 或 可 列 ), 且 p1(%), p92(%)，…， 
gmn(2) 是 粮 性 无 天 的 , 其 中 m 是 任意 正 整数 。 我 们 将 可 楼 造 一 个 正 奖 
标 淮 系 on《%) ,n= 二 1,，2,3,…, 使 nk2) 家 和 坊 PIC2D)，0a02) ，…，JDm(21) 
的 生性 式 ; 反 之 ,使 pn(2) 发 篇 w1(2)， wa(2) own2) 的 糠 性 式 。 

因 雪 和 与 任何 一 系 函 数 是 乏 性 相 央 的 , 放 可 设 p91(7X) 不 恒 等 於 零 。 


| XI nO nT na nm) ds = 1 
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1 一 0O1(4 CD 人 = iT) 
(7) P12), 2) Fu ? 


於是 cik2) 已 色 标 准 化 。 什 设 露 要 求 的 正 交 栋 准 系 中 前 色 一 上 个 本 数 
Wi(T) 9 W272), 人 cm IC 爷 ) 己 猎 樟 造 好 了 。 分 
由 2) 一 Za(2) 一 py Qk YT) ， 
且 玩 择 x 使 断 (2) 与 w1(4) ,wo《%)，…, wn-1(2%) 都 是 正 交 的 : 
(pn 2) 一 加 QO wi)=0, J) 二 1， 2， “…n—1, 
0， 敬 bj 
但 《ax oji) = 
1, 党 k=), 
从 最 人知 等 式 , 居 得 到 一 (pay 0@;)。 
函数 2) 不 悟 等 谎 等 , 否 有 出 pn 人 2) 是 ci(0 )， ws (2), 机 On_1(F) 
的 稳 性 式 , 从 而 也 是 p12)，92(%),…， 9n-1(2) 的 和 狠 性 式 , 与 假设 地 
盾 。 现 在 只 须 分 


C) _ Wn(2) 
7) 


从 是 按 上 法 ,一 个 正 交 标准 系 Wn(%), n=1, 2， "*? 已 么 构成 了 , 生 nw) 
是 Vi02)，9s02)， OA(2) 的 入 性 式 。 反 之 , pn《?) 也 是 w1(%)， 
wx(2)，…， OZ2) 的 入 性 式 , 因 篇 


pCo) = fal) + Ep opax(z)。 


$ 12. 关於 对 称 方 程 的 基本 定理 。 
定理 1， 如 果 核 是 多 称 的 且 不 恒 等 礁 等 , 则 它 至 少 有 一 个 特 微 值 。 
薄 个 重要 定理 , 有 着 并 个 误 明 。 每 一 个 吉明 供 烙 了 册 认 特 徽 值 的 
近似 计算 的 某 些 基 本 方法 。 我 们 将 在 下 节 中 群 确 说 明 得 些 方法 。 从 而 


指出 网 区 不 名称 核 定理 工 不 成 立 , 也 就 是 存在 着 无 特 徽 值 的 不 驹 称 核 。 
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例如 ,混和 尔 特 故 型 万 程 。 

定理 1 是 本 和 凶 定 理 3 的 结论 ,而 定理 8 的 十 明 将 见长 8 20 的 末 
段 。 

定理 2， 对 入 核 的 一 切 特 微 信者 是 实数 


规 6 及 gol%) 是 核 K(2z,s) 的 特 微 值 及 与 和 o 对 应 的 特 牧 丙 数 。 由 
定义 ;, 它 个 满足 下 面 等 式 
po(z) 一 )o| Kw, s)pos)ds=0 (1) 
或 利用 8$ 5 中 的 记号 , 划 是 
ok2) 一 人 0 并 po 一 0 。 
将 此 式 乘 以 pol2), 且 自 a 至 3 取 积分 ,我 们 有 
por) — NK go, po) =0, 
从 而 得 到 [oC 
M7 Rpo, po) * (2) 
(2 ) 中 的 分 子 是 一 个 正 数 ; 其 次 , 由 座 对 称 核 的 基本 特性 (8§ 11 中 的 
《3 ) 式 ), 有 
(Kopo, go) 一 (po Kgo)。 
但 是 数量 精 中 ， 如 果 将 其 因子 互 效 ,无 械 认 将 鞍 个 数量 积 变 和 埠 它 的 其 驾 
复数 , 亦 邵 
《po 天 oo) 一 CK qo, go)。 
於是 ,有 
(Kop,o, po) =(Kgpo, po0)。 (3) 
既然 (Kpo, 9o) 等 於 它 的 共 圈 值 , 则 (Kgo, po) 是 一 个 实数 , 於是 从 
《2 ) 立 知 入 也 是 实数 。 


和 


从 
CE,o)i=|| | .ECG,Dw(CDOSJdzdel， (4) 
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Te ee— iene sr 


“oo [gC2) 1adz=1, (85) 
站 268) 是 与 核 的 最 小 特 微 值 对 应 的 特征 锣 数 , 旭 上 上 面 所 指 的 标 大 


| | 


过 个 定理 的 苯 朋 是 个 简单 的 , 且 须 引入 一 些 新 构 念 ;这 个 廊 朋 将 於 
本 章 $ 20 中 述 之 。 

定理 4， 生生 村 的 不 同 特 仙 人 对 说 的 将 散 机 数 是 正 奖 的 。 

家 入 及 是 济 稳 核 K(z,s) 的 十 个 不 同 特 币值, 且 pk(z) 及 p27w) 
是 分 别 与 和 及 入 对 应 的 特 微 图 数 。 因 此 有 
p12)— NEPpi=0, p22)—MNK gs=0., 

用 和。 px(2z) 乘 第 一 式 , ao1(z) 乘 第 二 式 ,日 从 a 至 3 取 积 分 。 由 

定理 2,，) 及 和 hs 此 是 实数 ,可 和 置 於 数 量 积 记 号 之 外 ,於是 有 
Msp1, P2) — NN Kp1, Pp2)=0, (6) 
MP2) P1) ~ MAK gs, 901 一 0 。 (7) 

在 (7?) 中 ,将 数量 积 的 因子 互 换 , 且 浒 座 每 一 项 以 共 罗 值 代 之 , 我 们 得 

到 : 
MPD1y P2) ~ MN pi1, Kp2)=0, 

或 从 $ 11 中 (3 ) 式 ,有 
MP1, po) ~ MN Kpi, oo) 一 0 。 (8) 

从 (6 ) 减 (8 ), 央 有 

: (ha ~ A) 9p1, $2) =0 。 

但 和 天 和， 因此 必须 (91, 22) 二 0 。 定 理 得 以 苯 上 朋 。 

由 定理 4 的 天 保 , 我 们 有 下 面 的 注意 。 讼 济 伶 基 个 特 币值 ,及 个 
特性 无 半 的 特 微 面 数 。 宅 们 的 任意 一 个 猴 性 组 合 也 是 特 徽 画 数 。 赚 用 
正 变 化 糯 , 从 已 知 的 7 个 稳 性 优 上 画 数 可 构造 % 偶 娘 性 粗 合 ,而 此 %n 个 
夯 数 成 一 个 正 交 标准 系 。 此 外 , 已 知 的 n 侦 夯 数 反 过 来 也 可 是 新 权 成 
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的 夯 数 的 ”个 杯 性 和 组合 。 但 在 名 称 核 的 情 识 ， 乞 的 一 切 特 征 夯 数 可 能 
使 其 雨 雨 正 交 。 事实 上 , 游 诡 认同 一 特 币值 的 若干 个 特 微 画 数 可 由 以 
正 交 化 法 使 它们 成 篇 一 个 正 交 栋 淮 系 。 而 对 应 从 不 同 特 币值 的 特 繁 历 
数 , 由 定理 4 定 倍 是正 交 的 。 难 是 我 们 引出 下 和 定理: 

定理 5， 闻 和 术 的 一 切 竺 全 而 数组 成 的 艇 列 汪 可 能 开篇 一 候 正 交 

按照 定理 5, 此 熏 我 们 常 认 篇 沸 称 核 的 一 切 特 向 画 黄 组成 的 儒 询 
是 一 个 正 交 标准 系 。 滔 要 假设 如 果 蘑 一 个 特 币值 对 应 从 车 干 烙 性 狼 关 
的 特征 画 数 , 剧 在 特征 值 馆 刘 中 ,人 须 将 迁 个 特 微 值 重 写 相 疝 多 次 , 使 重 
高 的 次 数 等 於 沽 诡 的 画 数 的 个 数 。 芝 样 一 来 , 我 们 认 往 每 一 特征 值 仅 
有 一 个 特征 画 数 和 它 济 诡 , 而 族 特 币值 之 间 可 能 有 相等 的 。 又 设 我 们 
将 庄 特 币值 依照 它们 的 科 骑 值 增加 的 次 序 排 刘 之 。 如 入 ,入 是 十 个 
特 币值 ,是 m<n, 剧 | 和 | 志 | 和 |。 

3 13.， 希 傅 伯 脸 - 施 密 特定 理 。 

引 理 工 ， 二 次 黑 核 的 一 切 特 币值 所 成 集 和 与 所 贡 核 的 一 切 特 币值 的 


和 


涡 


此 处 我 们 没有 核 是 对 称 形式 的 假发 。 

(a ) 设 oo 是 核 上 (2,s) 的 特 币值 , 且 po(z) 是 与 入 光 应 的 特征 画 
数 。 於 是 有 (加 一 AK )go=0 。 尘 认 坦 个 式 子 的 雨 渤 ,我 们 取 算 子 刀 十 
十 NK, 得 到 ( 召 一 A0K?)po 一 0, 或 写作 


b 
po(2Z) 一 和 | K2(%,s)pols)ds=0, 


因此 % 是 天,(%,s) 的 特 币值 。 
(6 ) 裔 jwo 是 上 (2,s) 的 特 币值, 旦 po(z) 是 与 uw 光 应 的 特 徽 画 
数 , 因 此 有 (如 一 joK”)go=0, 或 全 Ko 一 入 ， 则 可 窟 作 
(EB—MK)(E+NR) po=0 。 (1) 
和 o 可 能 是 核 上 (x, s) 的 特 币值 。 在 温 样 情况 , 引 理 1 算是 媳 朋 了 。 


二 ma wareereee am we 
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现在 击 想 慎 个 情况 不 发 生 , 也 就 是 罗 不 是 (zw,s) 的 特征 值 。 答 
(K+NK) po 一 DG) ,由於 方 程 ( 1 ), 旭 有 (Fz 一 和 NK gi 二 0 。 因 和 不 
是 玉 (z,s) 的 特 币值 , 则 有 pi(z) 二 0, 或 (如 + 入 )po 一 0 。 此 最 鳃 方 
程 指出 一 ‰ 是 及 (x,s) 的 特 微 值 。 引 理 因 之 采 朋 。 

附 广 ” 潮 於 更 一 般 的 情况 ,也 可 能 杂 明 : 核 ,(z,s) 的 一 切 特 币值 
所 成 集 是 与 所 发 核 KK(w,s) 的 一 切 特 币值 的 n 次 乘 袜 所 成 策 是 相同 
的 。 

引 理 2， 发 核 R(z, s) 是 多 称 核 , 且 笨 合 $ 2 中 不 等 式 ( 1); 


| .2 9) ds 二 01, 01 二 常数， 
其 次 , 到 pz), n 一 1, 2，… 是 刁 (z, 9) 的 一 切 特 微 硬 数 所 成 的 钥 列 ， 


| 


旨 


S92 J (2) 


二 1 


是 收 儿 的 , 目 它 的 和 不 大 内 党 雪 0 。 
暂 固定 z 值 ,而 窜 K(2,s) 是 炙 量 s 的 函数 。 我 们 求 出 KK (2,s) 关 
正 交 标准 系 9p,(s) ,m= 二 1, 2,… 的 富里 陡 航 数 。 邻 以 a 表示 迁 些 傈 


数 , 剧 有 
oo- 人 EcopG)da= Pr), 


由 具 塞 便 不 等 式 , 有 


VPC | <| |K?(%, s) 1ds <O1 。 


中 | 理 因 而 玲 明 。 
引 理 3， 识 Hx Ni1， 4a， > hn， M+1， "9 是 蚤 稀 核 K(%, s) 的 一 切 特 


币值 所 成 集 ， 而 pro) ’ px(z)， “9 pos) Pnr1(P), … 是 六 应 的 特 微 而 


se 


时 二 
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K®(z,s) =K(s, 8) — Puts ns (3) 
有 特 微 值 和信 +1， 人 入 nt2) ”? 它们 是 与 特 徽 男 数 port) 9 Pnt21) 


汝 和 


和 和 和 和 和 和 和 和 


OO) 一 人 | Km(s%, s)p(s)ds=0 
可 写作 下 形式 
Po)—A| Ko, dP)dth SY PHS)(p, pn) =—0。 (4) 


在 方程 (4 ) 的 左 油 , 使 入 = 入 且 0 让 =0i2) 此 不 ?nn。 因 庄 画 数 px(2) 
是 正 交 的 ,上 基 营 7? 汪 m 上 时 ,有 (9j,9m) = 二 0; 代入 的 千 果 等 於 


Pio)—h | KC, s) pis)d, 


半 个 式 子 显然 等 於 委 。 演 标 一 求 , 入 及 pj(2) I) 此 是 核 式 (2%, s) 的 
特 徽 值 及 特征 画 数 。 
现在 设 Xe 及 po(%) 是 核 上 "(2w,s) 的 特 币值 及 特 微 画 数 ,因此 有 


go) —hKgot ho Pet gopn)=0。 (5) 


将 避 式 习 以 pi(z%), 且 自 5 至 0 取 积 分 ,各 次 肯 7 志 n 。 因 pm(2) 是 正 交 
标准 系 ,我 们 得 到 


(go p) -MRoo, 9)+ (pos 9)) =0 (6) 


由 $11 中 (3) 式 ,有 (Kgo,9))= 二 (9o, Kgpi)。 令 将 (6 ) 中 最 后 两 项 倚 


(po; i) + (po pj;— Nl pi) (po, pj) 一 (0 © 
於是 方程 (5 ) 中 的 和 项 岂 消 二 我 们 得 
po(oy 一 和 | K(e, s)poCs)ds=0 。 
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此 式 指出 和 及 go(?) 也 是 核 五 (098) 的 特 币值 及 特 微 丙 数 。 因 莹 个 而 数 
go(2) 与 一 切 画 数 pj(2)(I7<n) 是 正 交 的 , 故 go(42) 天 gj;(2), 此 夏 j 志 n。 
因而 go(%) 必须 是 pry1(%), pnz2《X) ，… 中 的 某 一 个 画 数 ,是 和 必须 是 
Nns+1) 人 1 二 号 9 “中国 条 一 个 利 。 
附 鱼 裔 K(x,s) 公有 有 限 个 特 币值 Ma 和 2 和 。 旗 是 天 om(2 8) 
没有 特 币值 。 由 § 12 定理 1, 旭 开 ws) 三 0 。 和 从 而 有 
K(z,s) = Pn(®) Gms). , 


跨 由 此 推出 及 (2,s) 是 退化 核 。 

其 次 ,在 $4 中 我 们 已 胸 明 一 切 退 化 核 公有 有 限 个 特 微 值 。 上 比较 慎 
帅 个 苦果 , 我 们 得 出 过 各 烙 论 : 营 且 仅 营 六 称 核 私有 有限 个 特 微 值 时 ， 
避 个 核 是 退化 核 。 


| 


希 鲜 伯 脱 - 施 密 特定 理 设 入 ,和 2,… “是 洛 稳 核 上 K(x, s) 的 


一 切 特 币值 ， 且 1(2) ， pa(o)， 机 po 人 


向 而 数 。 其 区 月 M2) 是 7 的 醒 数 ,中 在 攻关 (4,3) 内 是 平方 者 可 
请 。 各 果 入 分 
| zc, pla 
是 有 界 的 ,出 下 面 数 
Fo 一 RN 一 | Ko, s)he (7) 
可 展 篇 天 共 正 交 标准 系 pv(z) 的 抑 尘 收敛 的 且 -一致 收 伊 的 富里 耶 般 


过 


f(%) = > DO fn= (Ff, pn) 
f(z) 的 加 里 耶 保 数 所 和 从 2 的 旧时 耶 傈 数 及 之 加 有 下 面 的 联 灵 尖 


和 和 


hn 
fn=， h, = (hh, Pn), 


[8 13] ”” 希 有 人 折 股 - 施 密 特定 理 85 


从 而 有 
foO)= 衬 和 po(o)。 (8) 


此 契 我 们 可 以 注意 的 , 在 上 面 定理 中 , 关於 画 数 h(z) 的 富里 于 般 
数 没有 收 仇 的 假发 ,也 没有 特 徽 画 数 所 成 的 正 交 标 准 系 需 完备 的 假发 。 

1*， 楷 求 Jo) 天 从 正 交 标准 系 pn(2),n 一 1,2,… 的 富里 耶 保 
数 。 浊 傈 散 是 


fr=(f,9n)= (Kh, gr)=(h, Kogn)o 


但 pn 一 和 ,Kn= 二 0， 从 而 有 天 2 一 pn(C2)， 且 


有 n= 元， Pn) -了 O 
我 们 硝 究 丙 数 f(x) 的 富里 耶 级 数 。 演 级 数 有 下 形式 
3 fps(c)= 袜 和 os(z)。 (9) 
我 们 光 遭 航 数 的 余 项 作 下 面 BY 全 计 。 由 柯 西 不 等 式 , 有 
< OK(Z) 2 RY pr CL) | 
,之 ， 各 人 < 之， hs p23 Mr ~ 


<f 2 [px(w) | 
<s > hi > 入 2 


Kx 三 内 十 1 


由 状 引 理 2, 不 等 式 右 兆 的 第 二 因子 的 和 是 有 界 的 , 而 由 内 毅 数 也 成 


是 收敛 的 , 故 可 使 第 一 因子 的 和 是 一 个 任意 小 正 数 。 由 此 推 知 级 数 (9) 
是 纸 对 收 敏 的 且 一 致 收 伍 的 。 用 w(w) 表示 级 数 ( 9 ), 且 用 ww(2z) 者 示 
它 的 第 1 个 部 分 和 和。 

2” .我 们 估计 各 个 值 上 f(z) 一 wn《z) 时。 和 从 定义 ,有 


nfm 
f(0) -enn) =—Kh— DR) 


一 RN 一 六 ye golo) =K mh, 
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其 中 KM 按照 我 们 凡 前 用 的 记 足 大 
Kh | 玉 o(o ssyds 


其 次 ， | fC) — on (2))= 1K R= Kh, KV), 
应 用 $11 中 (3 ) 式 ,得 到 
| fC) — wl) N= ,KN). 

(Km 是 弗 列 德 和 蒙 算 子 , 就 是 关於 KW(z,s) 的 二 次 及 核 。 按 通常 
情况 , 我 们 用 59(w,s) 表示 得 个 里 核 , 目 以 K 引 4 代替 (K"")?h。 骸 
是 有 : 
I fC) — won) |= (Rh, K2Vh), 
由 於 引 理 3 及 引 理 1, K 引 (zx,3) 的 最 小 特征 值 等 谎 mtr, 且 由 $ 12 定 
理 3, 有 
二 -ze 2 a 
座 是 对 浴 任 一 夯 数 h(xz), 有 

(nn) 

< 


或 Ch, 区 引 ) << 一 二 (hb, 有。 但 11 一 co 。 由 此 推 知 


NE 
Fo) 一 oo) Go KER)20。 

8” .现在 从 明 Fa) =o(2)。 丛 了 葡 明 秆 个 事实 ,我 们 半 从 | 一 ol 

作 一 估计 。 由 三 角 不 等 式 ,有 
fol<lf -orl + lo.—ol。 

由 从 上 面 的 司 明 ,党 w-yco 时 ,不 等 式 右 兆 的 和 中 第 一 个 值 趋 姑 零 。 因 
级 数 (8 ) 是 一 臻 收 伍 的 , 故 党 nn 篇 充分 大 有 时 ,|w.(2) 一 wo(%)| <e, 其 中 
= 是 任意 正 数 。 


咎 ”此 眠 略 去 超 尘 值 竺 号 , 因 
(mp, RSM) = Pp, (EP) = KVP, KRW)=1IRVWoN >0, 
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lo 一 ol2=| [6,0) —0(®) [de <e6—a0), 


改 营 久 仿 充分 大 时 ,可 使 |ou 一 o| 篇 任意 小 正 数 。 也 就 是 入 wyoo 上 
lo 一 o| 趋 苓 雾 。 站 样 一 来 , 惫 no0 时， /一 o| 一 0 。 但 出 座 [ff—o| 
不 依 闲 共 ,因而 1f 一 | 一 0, 由 此 推 得 Fo) =o(o)。 
_$ 14， 由 钢 区 方法 以 决定 第 一 特 微 值 。 
由 12 定理 3， 它 将 求 光 称 核 的 最 小 特 徽 值 的 问题 , 是 共 到 在 规 
定 休 件 
(g,9)=| wzGc)laz=1 (1) 
之 下 , 求 下 面 的 极 大 值 
《Epo)| 一 || | 开 Ce,spCo)7CJazds (2) 


的 问题 。 由 礁 巡 个 定理 , 使 我 们 能 勉 直 接应 用 沟 分 法 来 计算 最 小 特 徽 
值 。 在 特殊 情况 ,可 能 应 用 鲍 茨 方法 。 我 们 遗 择 任 意 一 个 画 数 饿 刘 

由 (DOD i, nw) (3) 
如 果 不 论 了 (2) 是 怎样 的 男 数 , 我 们 恒 可 能 遗 择 一 个 正 整 数 ”和 傈 数 
Qi 0 pp or ,使 下 不 等 式 


|f (0) -2 afro) | < 
成 立 , 其 中 。 是 任意 正 数 , 则 贿 画 数 乌 询 ( 3 ) 是 完备 的 ， 且 用 “完备 可 
数列 ”各个 名 词 来 称呼 它 。 换个 样子 来 评 , 如 果 可 能 选择 傈 数 ai 及 正 
整数 m%, 使 下 面 的 近似 式 
f (2) ~ Qari) 
的 在 方 均值 识 差 是 一 个 任意 小 正 数 , 则 (3 ) 时 做 完备 画 数 烈 。 在 特 下 
情况 ,我 们 可 取 ( 3 ) 是 任意 完备 正 交 标准 系 。 在 (2 ) 中 ,分 
g(z) 一 Gaya(z) 十 aaya(2) 十 … 二 anynCo)， 
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其 中 傈 数 CI 0C2》 Un 是 满足 条件 (9, 9)=1 的 任意 常数 。 现 在 迁 估 
件 是 下 形式 / 


BD emih, $=1, (4) 
而 (2 ) 妈 多 作 下 面 的 形式 : 
Ko, op)|=| 2 huni (5) 
其 中 4n=|, | Ke, hod Dard 


由 於 核 是 滋 称 鸠 ,有 Aip= A o 

我 们 将 在 满足 人 条件 (4 ) 的 情况 下 以 求 (5 ) 式 的 极 大 值 。 过 显然 是 
多 磷 数 夯 数 的 极 大 值 问题 。 解 过 个 问题 , 旦 计算 出 极 大 值 (5)。 在 汪 
意义 下 , 我 们 得 到 最 小 特 徽 值 的 稻 汉 值 的 近似 值 。 我 们 将 苹 划 个 近似 
值 不 小 淮 鞭 值 , 且 营 mco 脖 , 写 趋向 蕉 中 值 。 

用 Mo 吉 示 (5 ) 式 的 极 大 值 的 倒数 , 旦 用 pmw(z) 裘 示 使 各 个 极 大 
值 实现 的 画 数 。 关 是 

CEgoego0|1sMazx|CKg,O| 一 -证 ， 
其 中 和 是 所 发 核 的 彼 汉 值 意 闵 的 最 小 特 徽 值 。 由 此 推 知 Xo> | 和 | 。 
余下 的 问题 , 是 泪 明 Xi 一 | 和 | 。 因 ( 3 ) 是 完 甸 画 数 列 ， 则 可 能 有 
下 形式 的 画 数 
o(o) 一 总 awh(z)， ox= 常 数 ， 


使 |p1 一 wo 过 < 一, 其 中 gp1(2) 是 核 玉 (zx,s) 与 为 洲 诡 的 特 微 丽 数 ,而 s 
是 -- 个 任意 正 数 。 其 次 ;从 
CI 人) 一 


因此 wi(%) 满足 人 条件 (1 )。 我 们 沁 於 [91 一 wi1 作 估计 。 由 三 角 不 等 


wT) 


oj ° 
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尼 


式 ;, 有 111 一 ol so 一 o| 去 本 从 而 有 4%|>>1 一 了 。 我 们 再 引 一 
记号 |ol = 。 现 在 ,有 

[pi— wl = ow ol < ， 
4 


取 。 乱 一 足 绚 小 正 数 便 它 适合 不 等 式 1 一 对 > 二 ， 则 由 此 推 得 


Lo 一 oil <21cp: 一 可 = 
=2|p—o—(l—o)9pi <2)g ~ol+2(1—0) <s, 
现在 我 们 估计 下 差 
A=|(Kopi, 9)|— |(Ko:, wo)|, 
其 中 夯 数 wi(z) 满足 条件 (1 )。 从 8 12 定理 3, 有 4>>0。 其 次 , 显 有 
A<|(Kgpi, 91) — (Kw, m1)|。 
我 们 研究 下 什 
(Coi 十 Oot pi—o)= Kop tkKo, 91— 0) = 
=(Kopi, PD)+ (Ko 9) 一 (并 Viy 0) — (Koi, W1)o 
由 $11 中 的 (3 ) 式 ,上 不 等 式 的 第 二 项 和 第 三 项 彼此 消去 , 礁 是 得 到 
A<|(K(git ow), 01 一 oil)|。 
应 用 布 里 亚 柯 志 斯 基 - 施 塞 而 茨 不 等 式 : 
4K(g rt oD [gol?<elKCp t+) 。， 
其 次 ， gtol<lpgl + lol=2, 
且 | 下 (2 十 oo) P-| | K(x,s) [p(s) + os)]ds| de o 
同村 ,由布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 稚 而 茨 不 等 式 , 有 


| K(%, 8 ) [pas ) 十 1(8)] das ] <| | kK?(z, 8 ) | | p1(8) 十 wi(8) |?as 专 


<4 | zc s) [ds 。 
对 扒 泪 个 不 等 式 的 两 滤 取 目 c 至 的 积分 ,我 们 得 
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一 -一 一 - 


IK (po 上手 三 4， 
最 后 ,有 A<2Be, 
由 醒 数 2 … 的 定义 ,有 
Ko, pt | (Kp, op)|>|(Ko, ol |。 
於是 推 得 


1 n) 
ToT — i i 0) 委 4。 


但 4 是 一 个 任意 小 正 数 ， 从 而 推 得 一 二 二 RT | 9 且 因 之 有 入 ”一 [和 |。 
我 们 指出 可 使 问题 简单 化 的 一 些 情况 。 
(a ) 如 果 核 K(x,s) 是 裤 夯 数 , 且 玩 择 画 数 册 ixz) 也 是 实 夯 数 , 则 
对 於 傈 数 a 可 能 仅 跟 於 实数 来 计 论 。 我 们 用 下 二 式 


> aiar hi, wr) 一 工 ， (43 ) 
| (Kg, 9)|= | 3 Airaar | 
i,K=1 (B51) 


以 代替 (4 ) 及 (5 ), 是 
4x=|. | 开 (2， so Ce deds , 


核 是 实 画 数 的 情况 , 对 座 麻 用 方面 有 重要 价值 。 此 茵 将 限 认 避 个 
情况 求 研究 。 / 
(6 ) 如 果 画 数列 ( 3 ) 是 正 交 标准 系 , 划 (41) 取 更 简单 形式 : 


=1, 
(B ) 如 果 已 知 (Ky ,9) 仅 取 正 值 0 , 媚 问 题 多 篇 特 殊 简 单 。 在 得 
情况 ,我 们 必须 解决 满足 条件 (41) 而 使 下 面 二 交 式 
(Kp, 9)= DAnae (5,) 
是 极 大 值 的 问题 。 由 $ 12 中 (2 ) 式 , 显示 出 在 所 考 筷 的 情况 下 特 币值 
人 @ 如果 核 有 迁 样 性 质 , 我 们 称 它 篇 正定 核 。 


-DD 
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—o————————— se - 


是 正 数 , 且 (5.) 式 的 极 大 值 的 解 立 序 冶 出 特 微 值 的 近似 值 。 
由 拉 烙 刘 日 的 未 定 乘 数 法 可 得 出 (52) 的 极 大 值 。 引 用 让 对 


f= >» Ci d=—F—o Yd, (6) 
其 中 o 是 未 定 弱 数 。 於 是 构 量 aw 的 标 值 由 下 方程 决定 


或 ,展开 的 形式 
3 Anax—om=0, jiml1, 2 n. (7) 


方程 组 ( 7 ) 是 糠 性 壮 次 式 。 因 也 0? 一 1, 故 傈 数 w 不 能 同时 禽 雾 ,因而 
方程 租 ( 7 ) 的 傈 散 行 列 式 必须 等 央 零 ， 座 是 我 们 得 到 天 其 未知数 o 的 
一 个 方程 : 


Ge =0 。 (8) 


4a dns .4 一 5 

以 a 乘 (7 ) 式 , 且 对 苓 了 从 工 至 ” 取 和 , 且 由 认 习性 = 站, 肥 我 们 得 到 
or 一 了 。 莹 时 了 显然 了 解 是 极 大 值 。 且 极 大 值 了 也 显然 等 从 方程 ( 8 ) 
的 最 大 模 。 

如 果 话 用 元 蔓 诺 夫 院 士 的 对 於 左 江 行列 式 的 展开 的 方法 , 如 解 方 
程 ( 8 ) 可 大 大 地 简单 化 @。 

和 特 微 值 同 时 , 它 的 对 应 的 特 繁 画 数 的 决定 是 很 重要 的 。 过 个 辣 
题 与 特 微 值 的 决定 的 问题 比较 要 祝 林 得 多 。 然 而 如 果 预 知 与 已 痊 特 微 
值 对 应 的 特 徽 醒 数 是 唯一 的 , 则 问题 的 解决 变 乱 简单 。 在 过 情况 ,我 们 


由 ”得 侦 方法 详 组 的 襄 明 ,内 人 於 阿 . 勒 ' 克 勒 诸 夫 论文 “决定 质点 邓 籁 小 振动 的 频率 的 力 
程 的 根 的 计 四 "。 功 腾 科 学 院 党 报 ,数学 及 自然 科学 部 门 , 1931, 全 4。 
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只 须 和 从 方程 组 (7 ) 求 得 cl cs, ,an; 於是 下 式 
> axjr(r) 


就 是 我 们 需要 求 的 特 币 男 数 的 近似 式 。 
妊 计 论 下 方程 的 性 质 作 篇 例子 。 


9 (2) -| K(%, sp(s)adr=0, 


其 中 


= Xx 一 8)， 党 2 和 8， 
Kw,s)= (x>1), (9 
\o, 8) 二 (x—0), 沪 ww 产 8 。 “> (©) 
对 遗 个 方程 , 我 们 得 出 从 热 傅 半 理 夫 中 一 个 问题 的 解答 。 可 能 苯 
明 由 (9 ) 所 表示 的 核 是 正 画 散 。 我 们 操 用 在 (0, 1) 内 的 正 交 标 疹 系 
UK(O 一 人 2 sin bry, p=1,2,8,.…, 
作 篇 函数 列 ( 3 )。 
取 %w=2,3,4, 我 们 求 慎 个 核 的 最 小 特征 值 的 近似 值 。 往 了 有 确定 
意 闹 取 x 二 2 。 我 们 很 容易 得 到 : 


_ # 十 下 
人 了 ， 车 ?8 4 2 


hoa? L223 ° 
取 %”=2， 则 我 们 要 解 的 ,是 在 人 条件 a1+a2=1 下 而 使 下 二 次 式 


ra 


是 标 大 值 的 问题 。 在 得 情况 ,方程 (8 ) 取 下 形式 (T=on?) 
2—T —1 

一 2 一 4 
或 42 一 10r 十 3=0 。 造 个 方程 的 最 大 根 1+ 客 2.15 。 从 是 


2 


》 


和 
2， 


Al 守 


4.69 。 


A 
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取 m%=8, 我 们 竺 到 对 其 = om 的 方程 
2-r 一 1 1 
-1 2--1r 一 |=0, 
1 一 2—9r 
或 {18z3 一 49 只 十 317 一 2 一 0， 
过 个 方程 的 最 大 根 等 於 2.22 。 和 从 而 和 给 出 和 4.47 。 
取 nm 二 4, 我 们 引出 方程 


2—T 一 1 1 —1 
—1] 9—4r 1 1 
一 4， 
1 一 人 9 一 9r 一 
一 荆 1 一 2 一 167 
或 b7674—16407? -J-81972—1207--5=0, 


芝 个 方程 的 最 大 根 每 於 2.288, 从 而 答 出 筷 守 4.871 。 用 其 他 方法 , 可 


求 得 入 的 更 准确 值 是 4.115 。 
如 何 得 到 导 个 值 M, 我 们 将 作 简 单 虱 明 。 以 ( 9 ) 作 核 的 害 次 方程 有 下 形式 


vO- snp(sds -2 | sx-sp()ds=0。 (10) 
对 从 2 求 夭 商 , 则 得 
w+ 和 [spas- 六 | ra | (11) 
9 (7)+Ap (7) =00) 


和 从 此 有 9(2) 二 4cos pzTBsin px, 4h=~M 和 A 。 和 从 (10) 及 (11) 有 9(0)=0, (x1)9'(1) 十 
十 9(D) 二 0, 从 第 一 个 等 式 , 序 有 4=0。 当 x=2 时 ,第 二 个 等 式 取 简 日 形式 w (1) 十 9(1) =0, 
从 而 得 出 决定 4 的 方程 : 

uitg 4=0, 
半 个 方程 的 模 可 能 从 (4, y) 在 面 上 的 丽 饼 直 如 Y= 一 4 及 y= 论 4 的 交点 得 出 。 不 准 看 出 
它 的 最 小 正 横 是 在 亏 与 + 之 辣 , 朗 本 < 4< 。 合 w=z 一" 内 是 得 出 下 方程 

tg y=57—y, 


我 们 用 近似 法 以 解 半 个 方程 , 而 倒 zo= 工 。 我 们 取 第 二 近似 根 亚 四 位 有 效 数 学 , 得 到 
二 1.1128, 从 而 得 4=2.0288, 且 和 ==4.115 。 z 
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ee 一 


§ 165. 从 核 的 味 以 决定 第 一 特 微 人 在 $13 希 泵 伯 腹 - 施 审 特 公 
式 ( 8 ) 中 ,分 从 3 一 六 (人 s 切 。 我 们 竺 到 


Kas, d=S) © 0. pa(2) 


其 中 ao n(¢) 是 核 K(%, {) 站 DZ ) ， pe(2) ， "Pn (2)， 
… 的 富里 耶 保 数 。 我 们 不 欢 计 算 革 些 保 数 。 由 富里 耶 公 数 公式 ,有 


oD) =| Ee, DorCa)ds 。 
因 K(z, 是 对 称 核 ,或 写作 
un-| .到 (6577CoJde 。 
但 p,《z) 满足 下 方程 
pro) =h | Ke, Dp 
将 4 及 i1 互 换 ,从 而 得 到 : 


0 I pn(t), 


认 是 最 熏 有 on 人) = 元- 了 5。 现在 我 们 有 下 式 : 
0 (1) 
相似 情况 ,我 们 有 
Ks(%,) =D EO 
一 般 地 ,有 


Kw D-DD DD 。 C2) 

例如 ,篇 了 要 得 Ks(z, 14) 的 表示 式 ， 我 人 仍然 应 用 希 尔 伯 股 - 施 密 

特 公 式 ， 1 分 hls) 一 六 28， i) 由 人 1 ) , 出 Ks,(%,) t) 的 第 
% 个 富里 耶 保 数 等 从 去 - z- Vn(t) 


二 只 
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re 


我 们 位 明 下 一 事实 :如 果 mn 之 8, 且 核 玉 (z, 人 满足 释 常 股 的 条件 : 
| HE2Ge,D1&w<c:， 0 一 常数 。 


则 级 数 《 2 ) 天 大 两 个 网 数 ” 及 上 是 一 致 收 做 的 。 
篇 了 各 明 上 述 事 实 2 ) 的 镍 项 来 讨论 。 
D3 Pre) < 吉林 器 | 2zkGo2) | ， 2 rt) < 


k=n+1 Me| A NM 


Pe gt) 。 


1 
~ #7 这 
应 用 柯 西 不 等 式 , 且 由 8$13 5 引 理 2， 到 有 
OA so2D 1 , 5 | 
3 por) | < i Tj D3 2 人 < 


Ke 十 ] 三 1 k=1 Mx 


因 营 noo 时 ,一 co， 此 最 后 分 数 趋向 共 雳 。 由 此 推 知 级 数 (2 ) 是 
艳 匀 收敛 的 且 一 致 收 伊 的 。 至 放 论 及 级 数 ( 1 ) ,如 果 将 着 般 数 中 一 侦 
变数 祝 仍 固 定 , 旭 它 对 从 x 及 上 中 另 一 变数 是 一 致 收 化 的 , 遭 个 精 哈 从 
希 泵 伯 股 - 施 密 特定 理 立即 是 出 。 

-我 们 称 航 数 ( 2 ) 是 Kz 四 的 公称 性 航 数 @@。 我 们 可 回民 一 下 ， 
全 径 将 下 面积 分 


hn=| Co ode 
吓 做 天 (zs) 的 mm 次 足 。 如 果 核 是 对 称 的 ， 则 尼 的 路 和 特征 值得 下 并 
傈 联 乾 着 : 


如 一 之 7， mM 之 2 《3 ) 
@ 对 从 核 瑟 4z， 力 也 可 能 有 入 炊 性 级 数 。 它 的 形式 荐 
> pnt pnb) , ( 甲 ) 


一 般 膏 之 , 瑶 数 ( 甲 ) 是 发 散 的 。 然而 可 能 路 明 岂 均值 政 各 办 互 (2 )。 如 果 般 数 ( 甲 ) 对 
讼 + 及 染 於 t 售 是 一 致 收 化 的 , 则 它 的 和 等 於 玉 (x,1)。 
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我 们 不 内 得 到 ( 3 ) 式 。 在 (2 ) 中 分 1 一 zx, 是 从 4 至 5 取 积 分 。 缀 
刘 通 名 的 前 算 ,我 们 可 将 特 微 画 数 所 成 的 八 列 变 需 正 交 标准 系 ， 也 就 是 


|.Jewe)Paz=1， 


於是 (3 ) 式 的 成 立 , 转 变 乱 下 面 的 级 数 
3 | 


Kk 二 1 


可 洗 逐 项 积分 的 闫 题 。 管 m>2 四 2 ) 是 一 致 收 生 的 , 显然 可 以 
逐 项 积分 。 而 车 m=2 时 ,， 旭 从 勤 白 格 关 准 正 项 级 数 和 逐 项 积分 的 定理 ， 


(3 ) 式 也 成 立 。 
因 
hm 一 (4) 
且 入 此 是 实数 , 故 下 标 是 偶数 的 一 切 跻 肖 是正 数 。 
还 要 指出 的 ,有 
hn=| [We t) |2dw dt 。 (5 ) 


事实 上 ,由 $2 中 《8 ) 式 ,有 
Kanlz, 8) = | RK,(¢, OKCt, s) qt, 
或 由 蕉 核 是 将 称 的 , 则 有 
Kon(%, 8) -| Kl(%, 1) Ens, tat , 
由 此 推 得 
Ron, 8) -| [R(t) |20t 。 


将 最 后 等 必 对 从 4 稿 分 ,我 们 得 到 (5 ) 式 。 

我 们 示 入 各 果 核 的 足 是 已 知 的 , 贡 可 能 求 得 它 的 最 小 特征 值 。 让 
节 小 特 徽 值 入 对话 於 2 个 入 性 多 天 特 徽 丽 数 。 且 如 果 一 入 也 是 特征 
值 , 它 对 应 於 9 个 粮 性 无 关 特 徽 画 数 。 堆 是 在 (4 ) 式 的 般 数 中 合 有 3” 


Te rr 
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ri 


的 项 有 ?=2+29 次。 将 (4 ) 构 作 下 形式 


do 一 一 (Ten)， (6) 


其 中 en 裘 示 下 值 
a 翌 ( 妈 ) 。 


Tn 二 r+1 


因 具 n>7 时 ,有 | 和 |> Ia| ,不 区 澄明 当 mco 时 ,sw-0 。 
事实 上 , 届 ( 隐 一 )” 在 表示 s 的 和 中 的 符号 下 面 出 现 " 次 , 交 是 


Nr 


“= +, 2) |< 
< + 和) 
苗 Mi 一 co 时 ,此 最 后 不 等 式 的 右 滤 显 然 趋 基 雾 。 现 在 从 ( 6 ) 推 得 : 
和 2 一 lim ee ; X=]lim /i 。 (7) 
mso -< 人 2 十 m0 2m 


从 (6 ) 也 可 得 到 下 面 雨 个 近似 公式 , 这 雨 个 近似 式 适 用 认 充 分 大 


有 


nm, 
dd Vr 
| 入 :| =/ 4 3 1 ~ 一 0 ( 71) 
如 果 4=0, 从 (3 ) 式 可 能 得 到 一 个 公式 ,还 公式 和 给 出 和 和 它 的 符号 : 
] 
和 1 一 ER (8) 
及 潮 应 的 近似 公式 
2m+1 7 一 
人 1 和 BT A o ( B81) 


过 公式 对 从 任何 情况 都 是 正确 的 。 
营 Xi 的 符号 不 能 由 其 它 方 法 决定 时 ,可 用 (8,) 式 来 计算 。 
和 从 (6 ) 推 得 
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2 TI 二 8 ) 2m/ 7 
= > /i 
21 


pd 


於是 如 果 用 (71) 的 第 二 式 作 篇 | 入 | 的 近似 值 , 要 上 比 凌 值 小 一 些 。 另 一 


方面 ， 因 旺 然 有 Em> Em+1, 故 
A,,, 一 和) 1 十 8 
机 1-F Em.1 


於是 如 果 (71) 的 第 一 式 作 篇 | 入 | 的 近似 值 ,要 比 鞭 值 大 一 些 。 
我 倍 取 前 节 所 时 座 的 核 作 篇 例子 。 进 个 核 由 下 民雄 定 
(2 3)， 和 党 2< 委 8， 


和， 


Kl(s,s 
六 >， 


我 们 计算 遵 种 核 的 二 次 一 核 。 由 遵 个 盟 核 以 决定 跌 4s 和 踊 4 。 
因 (x, s) 是 对 称 核 , 故 只 须 设 8<z 上 以 求 K2(x,s)。 居 有 

Kg, $) = | K(w,t) KG, s) d= 地 | (2—2) (2—s d+ 

+ 子 | t(2—D)s(2—o)dt+ 了 | ws(2—t)2dt= 
= [22) +s(23—6w+7s)]) (8 <7z)。 
党 xz<s 时 ,我 们 从 上 式 将 z 及 * 互 换 , 旭 得 到 : 
玫 2(2，8) = [wo(2—s) 十 2433 一 683 十 7s)] ，- (2<s), 

得 是 由 核 及 (2, s) 的 对 称 性 显示 出 来 的 。 

我 们 和 从事 估 踊 4 和 中 44 的 计算 。 由 公式 (5 ), 有 

4.=| | Ka2(z dzds , 
因 (x, s) 是 实 丁 数 ， 故 绝对 值 的 记号 可 略 去 。 对 长 于 个 最 后 式 子 作 
一 些 改 释 。 所 可 能 总 作 下 形式 
4:=|| 天 200，8)GQ2 as, 


i 
:于 


St oe 


Te 
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其 中 o 表示 正方 形 0<z<<1, 0 s<1 (性 2)。 引 对 
角 粽 X=s, 於是 o 分 成 十 个 三 角形 0o1@ 和 os, 因此 
有 


4,=|| K(xw, s)dz ds+ | | Kz, s)dr ds 。 
加 2 + Ca 


由 认 (2, 8) 的 对 称 性 , 故 沿 ex 和 沿 cs 的 积分 是 相等 的 ;因此 
4.=2|| K2(7%, Dard:=2| ds | Ez, s)ds 。 


hom=2| dz| Es(a, sds 
在 我 们 的 例子 ,其 有 
1 fi * oo 3 ， 11 
4s=3| az|.: (2 2) ds = a7 © 
4 一 霹 | dz | [—s (2—2)+s(m—622+772)12ds 一 


锣 (7)) 中 第 二 式 ,倒台 一 2, 於是 有 @ 


113 
32400 “ 


| 和 js i 
因 和 >0( 雁 于 8$ 14) 或 高 作 
1 
Ai 必 卫 过 一 全 15 。 
取 冲 个 值 作 篇 为 的 近似 值 还 是 小 了 一 些 , 但 与 鞭 值 足 物 接 近 了 。 
我 们 昂 到 由 《27) 葵 出 的 近似 值 要 上 比 钢 欧 方法 得 出 的 值 玲 了 获得 多 。 如 果 
我 们 用 (7 中 的 第 一 式 而 取 mw 二 1, 则 得 出 更 好 的 车 果 ,也 就 是 


Mass 全 一 4.186， 


0 可 能 药 明 在 我 个 的 例子 中 ,有 7 二 1 。 
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取 避 个 值 作 篇 ) 的 近似 值 下 此 凌 值 大 一 些 。 
$ 16， 克 洛 格 方法 克 洛 格 氏 葵 了 一 个 巧妙 而 庆 用 的 方法 以 决定 
对 称 核 的 特 币值 ， 跌 然 过 个 方法 薄 不 是 完全 人 妥当 的 。 克 洛 格 的 方法 有 
如 下 面 所 述 。 任 取 一 个 画 数 w(z), 从 过 个 夯 数 出 发 ,作出 一 系列 夯 数 ， 
如 
pb 
oi(z) =) KCs, s) os)ds, 


ws) 一 |. F(a, Sos) ds, 


名 性 滥 中 全 放量 和 一 本 


(1) 


[和 


1 

lm 3 [on] 2) 
存在 , 且 等 评 乓 42; 5) 的 诸 特 币值 中 荣 一 个 特征 值 的 息 对 值 。 此 外 ,下 
碍 的 极限 沙 数 


(2) = lim 2n 站 《83 ) 


lo 


存在 ,而 由 (2) 在 某 些 人 条件 下 , 它 本 身 就 是 天 (zs) 的 特征 画 散 , 且 芝 个 
特征 夯 数 是 与 特 币值 + 或 一 对 应 的 。 我 们 加 注 一 下 ， 所 请 任意 夯 
数 了 (zz) 的 模 是 指 下 面 的 值 
MI- 人 FD lds. 

我 们 疝 明 在 什么 条件 下 , 殉 洛 格 方法 给 出 正面 辕 果 。 谢 px(2z)， 
pa( 2), “pnw), 是 核 下 (2 3) 的 特征 丁 数 ， 且 A 人 1， Mz， ‘hn, “9 
是 和 第 们 对 应 的 特 币值。 可 能 发 生得 样 的 事情 , 0(?) 与 一 切 酚 数 
qx(2) 是 正 交 的 。 在 壮 桂 情况 ,由 希 鲜 伯 肛 - 施 密 特 公式 指出 


a2) =| Ks, s)ols)ds=0 
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-一 一 一 路 


一 -ae 


而 (了 ) 中 的 一 切面 数 者 变 篇 履 。 在 遭 样 情况 , 克 洛 格 方法 不 能 粮 出 什 
麻 结 果 。 现在 设 wo(2) 不 与 一 切 woi(2) 都 是 正 交 的 。 设 以 9.(72) 表示 
在 特征 夯 数列 中 第 一 个 不 与 wo(2) 成 正 交 的 画 数 。 现在 , 希 负 伯 脸 - 施 
密 特 公 却 给 出 


wi) = Pr(%), a;*0, 


其 中 ok 一 (@, px) 是 w(%) 并 座 正 交 标 淮 系 p91(72)， a7) y"""， pn(T) 9 
… 的 富里 耶 集 数 。 重 被 应 用 希 鲜 伯 胎 - 施 密 特 公 式 ,我 们 得 到 : 


oO = 总 A pio)。 (4) 
从 (4) 可 推 得 
lw- (5) 


我 们 来 苯 明 (5 ) 式 。 公 式 (4 ) 指 出 Co) 关於 pi1(%), p22), Pn)), 
… 的 富里 耶 傈 数 等 於 并 。 现 在 将 ov(z) 乘 (4 ) 式 且 积分 之 。 回 想 
orl?= 沁 人 Ep Wn)o 


但 (gx, om) 一 ge 而 数量 积 on 8x) 是 os(z2) 的 第 有 个 军 里 耶 傈 
数 , 且 等 於 4 。 将 过 个 值 的 共 二 值 代入 最 后 等 式 ,我 们 得 到 ( 5 ) 式 。 

可 能 发 生 泛 梯 的 事情 , 人 不 是 盟 一 个 特征 函数 对 应 的 , 而 是 典 多 
个 特征 画 数 对 应 的 。 其 次 ,一 和 也 可 能 是 一 个 特 币值。 在 著 样 情况 ， 
级 数 (5 ) 含 有 以 和 r" 作 分 母 的 者 干 个 项 。 裔 谴 些 项 是 由 现 在 下 标 篇 7， 
7 十 1 ，… ,7 的 族 项 中 。 引 用 下 记号 

一 | cr 上 十 | cr 十 十 | 

因 cc. 关 0, 故 4 不 等 於 零 。 现 在 将 (5 ) 式 炙 作 下 面 的 形式 


ol = 关 -V1+a, ， 
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其 中 m= 了 el () 。 


A k= 十] 
不 将 叙 明 内 "一 co 肝 , m0 。 取 nn 次 根 式 然后 取 极 限 , 我 们 得 
到 : 


1 -lm VeoT, 


更 在 我 们 和 组 成 比 式 


an(X) _ Mr 5 QnP nT) 
op vv 十 an k=r Ax” ” 


将 分 母 中 含有 和 Ar" 的 项 消去 ,我们 得 到 : 


oanC2) 一 5 CQzokc2) i S A ” 
[owl “ AVITas TAO 人 or 人 Vk2)。 


不 训 苯 明 萤 ">co 时 ,第 二 个 和 趋 东 零 。 取 极限 ,我 们 得 到 : 
lim Sats) So g(a). (6) 


no Don | 
现在 假定 在 和 及 一 十 个 数 中 仅 有 一 个 是 特 币值 。 在 鞍 时 ,( 6 ) 
式 中 的 和 是 对 应 於 , (或 一 入 ) 的 庄 特 第 画 数 的 一 个 稳 性 组合 ,因此 鞍 
个 和 的 本 身 也 是 与 同一 特 微 值 对 应 的 一 个 特 徽 画 数 。 同 时 所 指 的 和 不 
慑 等 评 宕 , 因 pr(2), prfICOD) | Pr(2) 是 检 性 优 关 的 , 且 ww 大 0 的 纤 
故 。 


如 果 wk2) 不 典 pi(2) 成 正 交 , 由 克 洛 格 方法 , 可 确定 最 小 特 币值 
有 反 熏 它 汶 应 的 特 御 画 数 。 

若 画 数 w(z) 选择 得 很 好 , 旭 群 算 上 可 能 过 到 比较 地 箭 单 。 得 是 克 
洛 格 方法 的 最 大 优越 性 。 包 含 在 各个 方法 正面 本 守 上 的 缺点 是 我 们 不 
能 预知 o(2) 与 那些 个 特征 画 数 是 否 成 正 交 , 且 加 人 亦 余 下 的 特 币值 不 知 
怎 标 求 次 定 。 
应 注意 的 , 特 币值 的 经 对 值 也 可 能 由 下 式 决 定 

/一 1m on o (21) 


各 一 oo | Wn+1 | 
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大 取 下 面 近似 式 


pxy 记 T， ( 7 ) 
pT (人 
以 代替 ( 2 ) 及 (2 有 旭 (71) 式 给 出 的 近似 值 比 鞭 值 天 一 些 。 对 礁 过 个 


生 闵 (7 ) 式 是 无 从 论 及 的 。 
篇 了 对 於 死 洛 格 方法 作 一 个 说 明 , 我 们 仍 用 前 面市 凶 讨 论 迪 的 核 : 


3 (2—8), 笛 2 在 s， 


及 《2，8) 一 1 (8) 
可 5(2 一 2)， 二 


在 前 面 已 烃 指 出 站 个 核 的 特 币值 都 是 正和 的 。 其 次 , 可 能 胸 明 每 一 
个 特 牧 值 公有 一 个 特 微 画 数 典 它 对 应 。 克 洛 格 方法 使 有 可 能 半 於 过 些 
特 微 本数 的 决定 。 


分 ato) = 。 对 类 or(z) 的 计算 ,需要 下 面 的 积分 值 
| Ke, eds 
经 光 简 单 计 算 , 葵 出 : 
于 7 (n+3)z wt 
J KC, 3 na Crsa (9) 

现在 ,有 

oo) 一 | KC, s)sde—2— 和 ; oo 中 =0.1371， 

Wat) = | Ks, ) (8)ds = 83 一 -全 十- 区 | ws =0.08828; 


160¢ 3lza 3 or 
5 (2 一 


[ws| =0.0080083 。 
在 (7 ) 式 中 ,分 % 一 8 。 从 是 我 们 得 到 J 洁 4.998 。 因 到 (zys) 的 


wstt) = | K(w,s)wa(8)ds=- 
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特 微 值 是 正 的 ,其 入 =4 守 4.998 。( 70) 式 给 册 入 福生]156 。 
前 已 指出 核 ( 8 ) 的 每 一 特征 值 仅 重 一 个 特 微 丽 数 对 应 。 在 过 柑 情 
况 , 按 照 公式 46 ) ,我们 可 能 分 


p12)TM ak] M= 4 


los| 4 

MY 的 值 可 从 壮 样 需要 来 决定 , 使 oa(2) 标准 化 。 伶 是 我 们 显然 可 

介 A 凡 =1, 且 
pi1(72)=2.648%—1.72473 +0.84725—0.02677 。 (10) 

$17.， 次 一 特征 值 的 决定 ”。 设 庄 特 币值 和 ,和 2，… ,和 及 与 它们 
对 应 的 菏 特 征 画 散 p1(2) ,P22),… ,9n(z) 都 是 已 知 的 , 旭 可 能 决定 次 
一 特 币值 人 ri 及 生 和 si 对 应 的 特征 图 数 grr1C2)。 决定 和 sl 及 Pos2) 
的 方法 ,是 以 下 面 雨 个 定理 作 基 础 的 。 

定理 工 核 K(w,s) 的 特征 值 xssz 的 看 对 值 的 倒数 ,等 於 下 积分 


xo,n1=|| | 民 (z,s)0(z)2(8)d2 ds (1) 
的 极 大 值 ， 但 p(w) 须 满足 下 列 条 件 


(9,9)=1, (9,92) =0, (p, 93) =0, …, (P,Ps) =0。 (2) 

定理 2， 改 ,和 o，……， 和 是 核 久 (zws) 的 一切 特 币值 起 成 的 人 

列 ,而 (2) ,Ps (四 ，…， (2)，… 是 奥 它 位 时 话 的 特 微 亢 娄 记忆 的 正 
交 标 闪 条。 於是 hs1 是 核 


KW(y, s)=K(%,8)— > sa (38) 
的 把 基 值 意 闵 的 最 小 特 微 值 ， 而 9n+1(%) 是 核 k “(Zz,3) 的 由 ora 对 谭 


| EE 


本 和 上 电 兴 


从 13 司 理 3 定理 2 立即 显 出 。 至 礁 定 理工 可 和 从 和 希 尔 伯 胎 - 施 密 
特 公 式 得 之 。 歼 洽 之 如 次 。 

车 2(2) 与 gi1(2), 29220209onk2) 都 是 正 交 的 , 划 由 和 希 尔 伯 
腊 - 施 宕 特 公式 〈8 18, 8))， 有 
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Kp= 六 go pn) 


1 三 十] 


将 过 等 式 的 十 小 乘 以 p(X) 让 闭 溢 右 滥 级 数 可 能 未 项 求 
积分 。 事 实 上 ,分 


Bo)= DP plo) 
於是 有 
(Kp P= SD Ps 二 CR，9)。 (时) 


其 次 ,由 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 窒 而 医 不 等 式 
(Bp < 1B |pl。 
pm(%) 是 正 交 标准 系 , 因 此 ,由 於 帕 泵 斯 罕 尔 等 式 


RC) l= 六 go | < 3 |(9,9n)|’< 


<-g | 一 0， 匾 p00。 
在 其 辽 ,， (Bj, 9) 一 0; 在 ( 甲 ) 式 中 , 介 2 一 co, 我 们 得 到 
_ < (9 , pm) 1 
(Kg,9)= De 

将 一 切 和 An 最 小 的 值 代 之 ,於是 有 | 
/ |(Koy, 7)| < Dp, po) 
和 车 应 用 员 塞 尔 不 等 式 , 或 需 

MEg,p)1sT LT 。 
最 和 合 , 由 帮 定 理 2 的 条 件 1o| =1, 旭 有 

K 

(Kg, 9)|< TT T。 


乱 了 仁 明 定理 工 , 留 下 来 的 仅 须 注意 在 最 和 合 不 等 式 中 的 等 号 可 成 立 , 只 
须 介 9(%) 二 9nri( 人 2)。 
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OCC 


在 实际 上 内 用 着 十 个 定理 是 有 困 内 的, 因 篇 不 能 经常 地 决定 有 商 
度 正确 性 的 特征 画 数 。 : 

我 们 指出 一 个 方法 , 各 个 方法 可 能 帮助 我 们 决定 从 第 二 个 起 的 一 
切 特 币值 , 而 不 必 应 用 特 币 画 数 。 乱 确定 观念 起 见 , 我 们 识 Ni 是 已 知 
的 ,而 需要 求 的 是 X> 。 乱 出 下 蔻 


2 
Bonm, = A2n, Asn = 多 5 >2 At™ 


-2 De (4) 


n=2 lc<ken AxTAa™ ° 
篇 了 简单 化 , 联 人 及 名 都 是 简单 特征 值 , 且 一 入 及 租 不 是 
特 微 值 。 认 是 我 们 取 放 充 分 大 ,使 (4 ) 式 的 和 中 温 个 项 -ijsa 大 愉 


这 个 和 中 的 其 他 项 ; 其 儿 的 项 奥 蝇 个 项 比较 此 小 到 可 以 略 去 。 於是 和 从 
(4 ) ,我 们 得 出 下 面 近似 等 式 : 


1 Por 
EE (5) 
县 和 从 此 推 得 
ls 总- 2 © (6) 


如 果 和 的 里 值 是 已 知 的 , 旭 (6 ) 式 葵 出 本 的 近似 值 时 个 近似 值 比 
贰 值 小 一 些 。 
从 (4 ) 式 出 发 , 我 们 也 不 认得 到 上 比 | 和 | 的 里 值 天 一 些 的 近似 从 


a 
ME 。 (7) 


从 近似 公式 (6 人 ?)， 小 对 诡 的 极限 形式 的 公式 


lim ] lim B 
入 ?| ds, 和 =o LL 8 
TT Te (8) 


当 於 第 二 特 币值 的 计算 , 我 们 用 言论 过 很 多 次 的 核 


| 各 | 二 下 
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2s), (2<8)) 


K(x,3)= 
3) 于 s(2 一 2)， (s <2), 


作 篇 例子 。 在 基 情 况 , 有 
BbB, 一 A2 一 A, 一 


1 
4050 ° 
取 为 =4.115 (于 $ 14)。 在 ( 6 ) 式 中 介 %=1, 诅 是 得 到 


下 TV8100~ 21.87 。 


更 准 砍 的 值 是 人 > 一 24 .14 o 
作乱 第 二 个 例子 , 求 中 塞 尔 雾 级 画 数 .7o(z) 的 起 始 十 个 根 。 过 些 
根 的 平方 是 下 光 称 核 
—Vrslns, (<s), 


L(%, 8)= _ 
I In x%, (2>s)， 


的 特征 值 (积分 的 限 是 4=0, = 也。 
首先 我 们 计算 二 痊 历 核 上 2(2,s)。 训 +>s 。 谎 是 有 


Ls(g, s) =| LC, LG, at| Lo, LG, 9 十 


人 2 一 


+| L(x,t L(Y, $)0t= 


1 
= | :inzlnsdi+| tIn vIn tai+ | fln2tdif ~ 


Ys [+s)In gt1- 23]。 
现在 经 渴 简 单 计 算 ,给 出 : 
1 11 1 
55 小 一 到 358， b= T12288 。 


用 下 近似 式 Mi 全 YA ) A2 守 i BB, 9 
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划 有 : 和 1 儿 5.7813， AS27.117 , 
将 加 南 个 什 央 焉 方 , 我 们 得 到 只 塞 三 雾 级 画 数 的 起 始 十 个 根 的 近似 值 
ai 2.4044， os 儿 5.2702， 

得 十 个 近似 值 比 其 值 小 一 些 。 
从 胡 中 全 ,我 们 检查 浊 两 个 根 更 准确 的 值 是 
m=2.4048,， as=5.5200 , 
从 相同 理论 出 发 , 我 们 可 建立 与 ( 6 ) 式 相似 的 公式 以 决定 更 大 的 
特 徽 值 。 例 如 , 浊 樵 入, 我 们 不 将 求 得 它 的 近似 式 


1 WN) 8 
TY ‘9) 


在 ( 6 ) 式 同样 假 届 下 ,得 个 近似 式 有 效 。 
§ 18. 可 对 称 化 的 核 蔽 核 久 zs) 有 下 形式 
: K(x,s)=7(s) L(Y, s), / (1) 
其 中 (8)>0, 且 LC%,s) 是 对 称 的 ,也 就 是 了 (zs)= 工 (8 2)。 居 很 容 
易 将 下 方程 


po)—h| KC, p(s) d=fCe) (2) 


炙 居 有 对 称 核 的 方程 。 将 过 方程 的 雨 驶 乘 以 M7C5), 目 将 由 (2) 一 
一 V7(z) p(x) 看 作 新 未 知 页 数 。 济 於 过 个 西数 ,我 们 得 到 积分 方程 
CO NATO ACROTIOLE NATION OD 

过 个 最后 方程 的 核 已 纸 是 轴 称 的 。 

在 应 用 方面 常 遇 到 形式 如 (1 ) 的 核 。 

$ 19， 对 称 各 分 方程 的 解 ” 光 称 积分 方程 是 弗 列 德 和 蒙 方程 的 岩 
殊 情 况 , 故 可 根据 一 般 定理 以 解 轴 称 方程 。 然 而 此 不 我 们 提出 另 一 个 
樟 子 的 问题 :任务 是 天 从 对 舟 方 程 水 求解 ,我 们 将 识 核 的 一 切 特 微 值 及 


@。P. 0. 库 获 明 车 中 塞 衣 画 数 ,苏联 国 管 技 术 理论 出 版 让 ,1933 。 


一 
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Tp po 一 一 一 一  .- 一 一 -一 一 一 me 


笠 微 责 数 闪 入 巴 知 的 。 在 过 些 休 件 之 下 ,方程 的 来 解 闻 题 押 得 特别 和 
罕 。 
我 们 考 感 下 方程 
CO) 一 | KG, pC)ds=f (8), C1) 


其 中 核 K(%, s) 是 对 移 的 。 讽 人 AT， Mz, Ss An， 和 | 是 KK(%， $) 的 特 徽 值 ， 
而 Pp1(%), 2 人 人) 9 "9 Pn) 9 是 对 内 特征 画 数 。 用 Wn 表示 未 知 函 数 
42) 关於 正 交 标准 系 on(2) 的 军 里 耶 傈 数 : 


Qs= (Pp, pn) -| PT) pn C2) dL 。 (2) 
由 於 希 震 伯 股 - 施 密 特定 理 , 有 
[KG, od- 
现在 从 方程 (1 ) 推 得 
po) =f(2) +N DT Epale), (3) 
从 是 留 下 来 的 仅 是 保 数 o 的 决定 。 租 了 迷 到 基 个 目的 , 我 们 将 ( 3 ) 式 
的 雨中 乘 以 pmC?), 且 和 从 a 至 5 取 积分 。 因 91(2), 82(2)，…, pn(2)， 


…, 是 一 正 交 标准 系 , 则 在 航 数 (3 ) 中 积分 后 保留 下 来 的 只 有 -- 项 , 漠 
项 的 下 标 n==m 。 由 mw 的 证 六 我 们 得 到 : 


Cn 
入 ， pn (2) OQ 


An fm Om; fn=(f, pm)o (4) 
若 》 不 条 要 入 ,其 我们 人 (4 4 ) 立 邹 得 出 a 
mn (5) 
将 过 值 代入 ( 3 ) 中 ,我 们 得 到 下 形式 的 解 
PC%)=f (0 +AD Fo) (6) 


可 能 入 上 明 ( 6 ) 式 中 的 航 数 是 袍 状 收 做 的 且 一 致 收 伊 的 。 
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四 现在 识 入 是 特 币值 於是 入 在 佬 列国, 入，…,h;，… 内 ， 且 此 付 列 
可 能 到 入 值 妖 次 。 设 入 = 为 = 为 11 二 … 一 和, 。 半 认 A 
… 7 的 傈 数 am 也 由 (5 ) 式 决定 之 。 若 mw 等 於 7,7 填 1，…,7' 中 的 一 
个 数 , 则 等 式 (4 ) 炙 篇 记 =0,mn=7,7 十 1,…,7' 。 座 是 车 和 是 特 黎 值 ， 
营 且 公营 方程 的 自由 项 与 过 过 个 特 丛 值 光 砍 的 比特 向 画 数 记 正 交 了 方 
程 才 可 解 。 如 果 汪 人 条 件 满 足 , 划 同一 ( 6 ) 式 答 出 方程 的 解 ,其 中 有 不 定 


形 站 的 傈 数 可 用 任意 常数 代 之 。 


$ 80。 特 微 值 存在 定理 ”过 一 饰 的 目的 是 对 从 12 定理 3 烙 以 全 
明 。 我 们 将 迁 个 疏 明 放 在 本 章 之 未, 是 因 篇 它 是 不 简单 的 且 需 要 引入 
核 的 新 概念 。 我 们 应 指出 关 认 速 征 对 称 核 的 特 徽 值 存在 过 个 事实 , 可 
能 用 很 初步 方法 来 加 以 确定 。 相 党 的 苯 明 昂 於 各 种 稿 分 方程 的 教程 
中 ,如 本 书 之 末 所 列举 的 参考 文献 目 铸 。 z 

在 本 节 全 部 计 花 中 ,均值 收敛 的 概念 起 着 基本 作用 。 老 


lo 一 oO 一 wpae 人 0， 


sg 攻 知 不 能 为 竹 家 航 惟 衣 信 相映 曾 数 若 j7,- p10 及 
jw, 一 虽 ->0,， 则 由 蕉 三 角 不 等 式 , 有 | 
jp 一 中 二 9 一 2 一 未 一 po <|g— 9 + ly — pl—0 。 
於是 推 得 jp 一 由 =0， 且 pg=w。 
有 一 个 正确 定理 bn ee 


ee 


lim lp ~—9nl =0。 


站 个 著名 定理 时 做 费 软 页 - 锐 斯 定理 。 它 的 性 明 可 在 [7] 中 找到 。 
在 本 各 中 的 任何 可 地 方 ,只 要 就 到 一 全 国 数 烈 收 伍 , 就 指 的 均值 收敛 
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的 意义 。 
屋 下 级 数 
ti(Z) 十 We) IAC C(I) 
的 部 分 和 和 组 成 的 画 数 列 在 并 区 间 (4a, $3) 内 均值 收 全 於 一 个 画 数 2?(%)， 
出 我 们 亩 得 个 级 数 在 同 区 间 《〈c, 0) 内 是 均值 收 伊 的 , 且 其 和 等 於 2(2)。 
定 权 i 识 家 数 ( 1 ) 是 均值 收 敌 的 ， 且 歌 上 | 记性 一 个 重 方 可 


吾 


站 


-所 在 我 们 面 前 的 ， 要 深 明 下 等 
| vf Co)do=3 | wa)f lo)de (2) 
用 “(2) 表示 航 数 ( 1) 的 第 n 部 分 和 。 从 是 党 no 时 ,lo 一 on| 一 0。 
由 此 显 出 ,党 % 刁 cc 脖 ， 
| CV — Vn, 广 | 委 | 一 加 | | 有一 0 o 
从 而 ;有 
@, 1) =lim(w, f) =lim 2 (7) = ln, F), 

由 数量 积 定 闵 , 有 

@, =| oF DA, Ca, P= mo) faa 


故 最 和 合 等 式 与 等 式 ( 2 ) 相 同 。 

者 一 侧 丙 数 集 中 所 有 的 画 数 的 模 成 一 有 界 和 华 , 央 谓 这 个 画 数 和 集 是 
有 分 的 。 考 从 一 个 函数 集 的 任 一 无 限 子 集中 , 恒 可 能 有 一 个 收 做 子 范 
数列 , 划 芝 个 面 数 集 叫做 级 密 集 。 任何 一 个 正 交 标准 系 是 有 界 画 数 集 
的 例子 , 但 它 不 是 给 密集 。 正 交 标准 系 不 是 第 密集 导 一 千 果 可 从 下 面 
推 知 。 若 gpn《2) 及 pmn(2) 是 互 符 正 交 的 而 且 宗 准 化 了 的 十 个 西数 ， 
邮 

[pn— pn)?= (pn Pn, Pr 一 0m) 一 

一 《pn Jp Pm) Pm) 一 《pny Po) 一 (9oy Pn) =2, 
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es 


不 满足 赣 呐 儿 - 够 斯 定理 中 的 人 条件 。 
定理 2， 弗 刻 德 和 蒙 算 子 


Ko= -| K(s, so (C8)ds 
可 将 任 一 有 界 丽 数 集 改 杰 篇 级 密 画 数 和 集 , 但 算 子 中 的 核 须 满足 下 人 条 件 


和 和 


| | [KR?2(%,s) dzds= B?<o0 , 
换 一 名 话说 , 裔 6 是 任意 有 界 画 数 集 ( 若 p EG, 则 |p|<M, M = 


= 常数 )， 则 和 从 下 可 能 取出 各 样 一 个 画 数列 {g(x)}, 使 兴 n,m 一 oc 
时 ,有 


[Kp.— Konl=|K(p— 9n) |—0., 
我 们 窟 于 (2,8s) 的 贸 里 耶 极 数 如 下 形式 : 


K(%,s)~ 3 4 COs 2 一 08 bors 


bp— b—a)’ 
且 分 这 A Cos 5 2 COS Ps = P(x, s)， 


K(x,s)—P,(%, Rike, $)o 
由 於 由 侠 斯 省 鲍 等 式 , 有 

lim | | Ki(2, $) “dz 一 0 。 (3) 
其 次 分 Ko=Pip+K;9, 
其 中 Pp 及 Kip 蚌 弗 列 德 和 莹 算 子 , 过 两 个 算 子 的 核 分 别 是 Pj(%, s) 
及 Kj(x,s)。 设 p(w%) 是 所 粮 加 数 和 集中 的 一 个 图 数 。 我 们 写 出 它 的 富 
里 耶 航 数 : 

po)~D QF) cos -52 0 

於是 由 定理 十， 


了 (fr7 A 
P= oo -2 Lu 人 -0 。 (4) 
t=0 化 k=0 
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OO | 


de|< 


| PAL)COS 下 bay 


<Ys | ez) ny , 
故 一 切 傈 数 g“ 成 一 有 界 数 和 集 。 

由 谎 厌 也 司 胸 拉 司 关於 有 界 数 集 的 极限 存在 的 著名 理 蓝 , 则 可 能 

从 所 设 和 集 B 中 黎 择 莹 栋 一 个 佣 列 {pw} , 使 下 面 的 极限 

lim 0 k=1,2,..…,1, 
存在 ,其 中 wx” 是 画 数 pCa) 的 第 个 富里 耶 傈 数 。 於 是 (4) 式 指出 
营 9 一 co 上 时，Pp 收 化 撩 一 个 极限。 

从 集中 静 择 一 钥 列 (91w) , 使 im Pigw 存在 《在 均值 收 铭 意 闵 
下 )。 其 次 ,从 外 列 (pi 中 杜 择 一 个 部 分 人 皱 则 {82n) ,使 lm 上 pan 仓 
在 。 订 注意 的 , 敏 烈 {P19} 是 由 於 繁 列 {Pig} 的 一 个 部 分 化 列 所 租 
成 , 故 也 是 政 化 的 。 和 从 狂 列 (ps} 中 款 择 一 个 部 分 争 列 (psn} 使 
lim /sys 存在 。 依 此 类 推 。 将 过 个 方法 炎 丢 无 限 次 ,我 们 得 到 一 个 无 
限 钱 烈 梨 


2 
因 lam | = b—a 


P119 P129 Of *"* 
Do1y P22 ""*, ony”** (5) 


晶 赤 利于 第 要 


每 一 敏 列 售 在 前 面 繁 询 之 内 , 是 仅 当 Js 上 时, Pjpxn 是 妆 化 的 , n=1， 
。 考 感 对 角 绪 钵 列 
P119 P229 "9 Pnny : 
除非 半 化 列 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ，* 的 一 切 元 天 骨 必 内 (5) 中 菜 一 
个 争 列 。 由 此 显示 出 对 内 任何 正 整 数 7, 下 极限 
lim Pypnn (6) 
存在 。 现 在 体 朋 钞 刚 {Kyin) 是 欢 化 的 。 由 三 角 不 等 式 , 有 
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[Kg — Komml SEK 9 — Pipnnl 十 | Pypnn — Pipmml 十 
十 | 于 oom 一 Pmml o (7) 
b 
我 们 有 Kpm— Ppm— Kipm=—| EK! (2 ， 8) pnn(s) ds ao 
由 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 塞 而 区 不 等 式 , 推 得 
b rb 
iIKopnn— Ppnnl? < [gn 2 | | 五， (2 ， 8 ) 2a2z ds < 
b ro 
<m’| | (Co s) |2q¢ ds 。 
完全 相同 情况 ,也 有 
D rb 
[Rpwm— Ppmnl? <M* | | EY (Ce,s) ?deds 


由 於 天 傈 式 ( 3 ) ,可 能 选择 一 个 充分 大 的 数 j, 使 不 等 式 (7 ) 的 右 滤 的 
第 一 项 和 第 三 项 细小 於 5, 其中。 是 任意 正 数 。 冉 定 这个 了 的 值 , 利 


用 极限 4 6 ) 的 存在 性 , 可 能 哆 择 一 个 充分 大 的 数 no 使 徊 n 宇 n,m 之 nn 
时 ,有 1Pjpm 一 了 Pjpmml < 对 。 现 在 , 车 n>mo, mm>ro 则 有 上 Kpm 一 
一 上 【gmm| <e 。 和 从 费 砍 泵 - 铅 斯 定理 , 旭 下 极限 
Pm 
存在 。 现在 从 事 於 $ 12 定理 3 的 位 明 。 考虑 一 个 夯 数 第 寺 集中 的 画 
数 242) 的 模 等 於 1。 用 表示 | (Kgp,9)| 的 上 众 卉 。 由 上 确 乔 定 著 ， 
存在 着 一 个 而 数列 加 (z), 得 画 数 烈 中 的 机 数 的 模 些 筹 於 1 且 满 足下 
关 傈 
lim| (Kyn, J) | = (8) 

我 们 原 设 核 (2%,s) 是 对 称 的 。 在 这样 情况 ， 数 量 积 (Kw, 由,) 是 实 
数 , 日 仅 有 三 种 可 能 情况 : 

(2) limCKy,, Yn) =8) 

(6 )lim(K,, hn = 一 hs : 

(3 ) 钼 列 册 (2%) 可 能 分 裂 篇 两 个 敏 列 如 (2) 及 (2%), 使 
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lim(Ky, d=, lim(Kys, Yr)= ~ 

我 们 仅 讨 论 情 况 (a )。 如 有 果 将 积分 方程 中 的 人 代 需 一 和 , 且 将 K(x, 8) 
代 篇 一 开 (Z,s)， 则 情况 (6 ) 序 名 之 蕉 情况 (a )。 而 在 情况 (3 ) 内 只 
要 诗 论 答 列 如 (2)。 

由 定理 2, 从 化 列 (yw(%)) 中 可 能 取出 一 个 部 分 画 数 列 ,我 们 仍然 
用 (yw,《2)} 者 示 和 过 个 部 分 画 数 烈 ,使 下 面 的 要 限 

人 少 =lim Kvy, 

存在 。 
其 次 , 设 nm.(%) 是 一 个 任意 夯 数 , 宪 在 了 用 区 间 (4, 0) 篇 于 方 可 和 , 且 规 


:是 任 一 实数 。 丁 散 -二 ?te 的 模 显 等 从 1 。 由 的 定 姜 ,有 
(K 
由 瑟 我 们 不 次 推 得 
CK Qh ttm) bat tr) EE tns, nt inn )o 
解 括 张 , 且 注 意 (bww) = 上 1 上?=1, 我 们 得 到 
(Ky Wn) — + 2Re (KY — wpb, nn) + 
+ELEm, 7) — nul <0, 
此 最 和 僵 不 壬 式 的 左 渴 是 关於 1 的 二 次 三 项 式 , 得 不 等 式 卖 示 对 个 二 次 
三 项 式 的 符号 保持 不 多 。 在 间 样 情况 , 宅 的 逢 别 式 不 篇 负 , 邵 : 
[Re(Ky,— pb, 1) | < 
vpn CK, mn) Ve — CKY,, yn) o (9) 


ti ti < 
上 )<“。 


现在 设 m, 是 迁 樟 本 数 ,使 
则 mn 村 一 (天 7 1) <0, (10) 
其 中 C 是 不 依赖 於 1% 的 常数 。 认 是 和 从 (8 ) 及 (9 ) 推 得 
lim ReCK ys— pn 1) =0 。 (11) 


现在 分 (2) 一 Ky 一 job = 一 pho) +| KC, Dl) ds 
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我 们 葵 明 齐 样 的 m, 可 使 不 等 式 (10) 成 并 。 因 iyi =1, 由 三 角 不 等 式 ， 
有 


A/ | K(%, syCs)ds| 。 


其 次 ， 
| | FK(g, ss)ds| < 
<| nNas | (EK?Ce, 0) las=| IE2 8) lds. 
对 2 取 积 分 且 开 平方 ,我 们 得 
| EeewG)as|<3。 (12) 


壮 榜 一 求 ,有 ln | +B oO 现在 
pln — Kn mn En mt B+ n+.B)NEn,|. 
其 次 ， 


下 = |) <] Jo 本 | Ko, ee 


<(p+B)1| [Ee,s) 1, 

如 上 所 壕 , 我 们 有 

[Kl < Bu B), (18) 
最 后 ,有 lnm? CK 1) < Bo 
现在 关 傈 (11) 取 下 形式 

lim Re(K phn, Kn min) =0 

但 此 最 德 式 中 的 数量 积 是 正 数 , 且 等 於 [Ky 一 jnl?”。 由 此 推 得 

lim |Ky,— /ps| =0, 


lim (Ky,— li,) =0 , (14) 
於是 有 lim (zy=lim = 玉山 一 二 C8) 
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记 二 (0) =p1:(D。 认 是 山 (2) 忆 91(2)。 显然 有 1ps1=1。 应 用 不 
等 式 (12) 及 (13) 重 槛 推 花 , 不 购 得 到 一 Kp 。 在 (14) 式 取 极限 以 
合 , 仿 二 一 )a， 我 们 得 

pi 一 和 天 Di 一 0 。 (15) 
因 gu(z) 的 模 等 从 1 故 它 不 恒 等 庆 雾 。 准 是 从 (15) 显 出 ) 是 核 
K 42, 3) 的 特 币值 。 演 栋 一 来 ,8$ 12 定理 8 以 及 8 12 定理 1 此 得 到 垃 
明 。 


第 二 章 ” 奇 性 积分 方程 


8 21. 积分 主 值 ”等 常 定 积 分 是 和 的 标 限 的 定义 , 仅 通 用 亦 有 分 夯 
数 。 但 如 果 和 容积 夯 数 不 是 有 界 的 ,我 们 引入 “广义 积分 ”的 概念 。 我 们 
回 屋 泣 概念 的 内 容 。 
禹 f(z) 确定 在 于 区 间 o<zs5 内 ， 而 在 此 区 间 内 一 点 。 的 阵 区 内 
不 是 有 界 的 ,但 它 在 每 个 开 区 间 c 和 2 丢 一 及 5 十 8 和 0 过 内 篇 可 生 ， 
无 答 正 数 8。 及 se" 如何 小 。 视 出 下 和 
| 六 Foaz+| ,fae (1) 
党 & 及 sa" 此 互 不 俩 囊 地 趋向 於 孝 上 时, 大 壮 个 和 有 权限 , 旭 壮 株 限 
叶 做 函数 . 太 o) 的 广义 积分 : 
b Cc—B’ Bb 
| sa = ym) Teaerj ,FO C2) 
可 能 发 生 过 样 事情 , 当 8 及 8" 互 不 倚 季 地 趋 基 雾 时 , ( 工 ) 中 的 和 
的 栎 限 不 存在 , 但 如 果 8 及 e" 之 问 存 在 某 个 并 保 而 趋 於 需 时,( 1) 的 


极限 存在 。 例 如 ,了 (2) = 一 ,a<c <5 。 我 们 有 : 


由 一 


一 8 b ! 
| dx +| -no 一 lna (3 ) 
& 一 C Cs ww—C i/ £ 


党 e' 及 er 趋 共 需 睹 ,因此 与 是 不 定形 , 故 ( 3 ) 式 的 标 限 不 存在 。 然而， 


大 及 8 之 间 有 一 前 傈 ,例如 ,8 二 be”, 其 中 是 一 正 数 ,天 (8 ) 的 橡 
限 存在 , 上 且 等 认 


no 一 -lnk 


-一 站 
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在 特别 情况 ,大 分 =e" =e, 划 我 们 得 到 


lim +| de | -In 一 (4) 


-> 4E 化 一 c 于 g 网 一 必 


现在 我 们 引信 下 定义 。 
没 丁 数 Ko 确定 在 于 区 间 c 和 xz 委 8 内, 且 无 论 是 任何 小 的 正 数 ， 
及 2 在 每 个 于 区 间 az<c 一 8 及 c+e<z<b 内 篇 可 积 , 则 下 检 限 ( 庆 
它 存 在 ) 


lim [| ret fo) de| (5) 
中 做 画 数 f(z) 在 区 间 5 委 2 委 2 内 的 积分 主 什 。 积分 主 值 的 概念 与 过 个 
名 衣 本 英 知 由 柯 西 色 所 首创 。 我 们 将 党 用 “ 奇 性 积分 ”这 个 名 前 以 秆 代 
“积分 主 值 ”@ 。 
我 们 将 用 营 第 积分 的 记 器 
| f(a 
以 示 示 积分 主 值 。 但 也 用 下 面 各 种 记号 
V.P| Kaoaz，| Fao, | Fa)az 


然而 适 些 记号 站 不 是 必需 的 。 

应 注意 的 ,如 果 司 常 积分 ( 常 义 的 或 广义 的 ) 存 在 , 旭 积 分 主 值 与 积 
分 的 值 是 相同 的 。 

现在 我 们 应 指出 积分 主 值 存 在 过 一 类 的 积分 ,在 应 用 上 是 很 广泛 
的 而 且 很 重要 的 。 

首先 ,从 (和 ) 却 推 得 下 面 奇 性 积分 


at b—2 
| na<z<， (6) 


存在 。 


@ 有 时 用 "特殊 积分 遂 个 名 说 (例如 ,在 了 HH, H. 尊 利 五 绒 夫 著作 中 )。 
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现在 裔 两 败 (2) 满 足 所 谓 有 指数 a 的 李 孝 且 医 人 条 件 。 汪 个 人 条件 是 如 下 
加 所 说 的 : 洪 存 在 注 击 侧 常 数 人 及 a, 0<a1, 鸽 淹 於 区 间 4 所 zx 所 0 
内 的 任意 一 对 值 2', 2”; 有 下 不 等 式 

(fw)—f 0) AEKIv 一 2 (7) 
凡 满 足 有 指数 a 的 李 勃 息 茨 人 条件 下 一 切 函 数 作 篇 一 类 ,我 们 用 Lipa 训 
过 个 函数 类 ;者 . 八 z) 属 於 Lip a, 期 将 记 作 


f(r) ELipa, 
车 f(z) 在 区 间 xc<zs2 内 有 有 界 微 商 ,其 f(x) € Lip 1。 过 辕 论 从 
拉 哥 裔 日 有 限 增 量 公 式 立即 题 出 。 
定理 1 ， 若 jz)EIip a, 则 潮 於 肛 区 加 4<%<b 内 的 一 切 值 Z， 下 
面 奇 性 积分 
Re ee 
存在 。 


眶 明 ”是 很 简单 的 。 将 积分 (8 ) 窟 作 下 形式 
» f (8) — f(z) sat 
| tf0)| 

在 第 一 个 积分 中 的 被 积 商 数 有 下 估计 


fe <KIt—z|*-1 
ti—2% ” 


因 之 , 当 a<1 时 可 看 作 广义 积分 , 而 当 a=1 时 看 作 莫 常 积分 ,在 任何 


”情况 下 它 都 存在 的 。 由 於 (6 ) 式 第 二 积分 也 存在 。 


积分 主 值 的 概念 很 容易 推广 到 卉 性 积分 。 注意 到 应 用 , 我 们 潮 於 
复 变 数 画 数 的 积分 氏 进 这 个 概念 。 性 工 是 一 条 有 过 丢 曲 牵 的 平滑 曲 入 
\ 肝 或 非 并)， 且 “是 在 工 上 的 任意 一 点 。 以 。 点 作 中 心 。 作 定 径 的 加 
泣 c 熙 包 图 起 来 。 以 上 。 表示 曲 牺 上 考 留 下 来 的 部 分 。 裔 对 座 任 何 正 
数 8 了 (z) 庙 上 ,篇 可 积 。 我 们 称 下 檬 有限 ( 设 它 存 在 ) 
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lim| f(z)qx 
是 了 (2) 沿 境界 荆 的 积分 主 值 ,或 奇 性 各 分。 我 们 把 它 记 篇 
|, fa 


若 对 於 曲 各 上 上 的 任意 两 点 x, x”, 有 下 不 等 式 
f(z)—f(2")| <K | —2")°, (9) 
其 中 人 及 a 都 是 常数 , 且 区 >>0, 0<a<1, 项 谓 7(2) 在 曲 纱 虐 上 满足 
有 指数 a 的 李 管 息 区 人 条 件 , 且 以 记 瞻 f(z)E Lipa 表示 和 坦 个 情况 。 有 一 
正确 定理 ,过 定理 与 定理 1 相似 。 
定理 2， 车 f(z) E Lip a, 卓 对 礁 曲 各 工 上 的 一 切 点 z, 端点 可 能 


除外 , 奇 性 积分 
| rae (10) 


存在 。 
向 2 在 开 区 间 4<%<? 内 沟 动 时 ,积分 (8 ) 是 2 的 画 数 。 记 作 
f1(%) -| ig 0 | 


关於 1(%) 我 们 有 下 面 正 确 的 定理 0 0 
定理 3. ( 开 . 芍 . 普 利 巨 诺 天 ), 裔 f(x) ELip a, a<1， 划 在 翔 区间 


者 和 
和 
和 


抽 位 的 定神 从 徐 苍 (C10) 地 有 效 的 。 在 这 时 , 若 工 是 用 境 界 , 
fC2)=|, Fae 


0@ 学 朵 了 .HH. 阁 利 瓦 阶 夫 闭 的 入 变 罚 数 引 浴 ,第 坟 版 , 著 联 冰 党 技术 理 花 出 版 社 , 1948。 
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在 全 部 境界 工 上 属 从 类 Lip a, 或 对 应 的 类 Tip B 。 
由 上 述 嬉 果 可 得 到 下 面 定理 。 往 了 各 允 重 视 , 我 们 仅 潮 於 积分 (3) 
钱 述 过 个 定理 ,然而 它 夺 亦 积 从 (10) 也 是 有 效 的 。 
定理 4， 改 在 于 区 间 4<2<5 内 , (4w)ELipa。 合 


和 


吉 委 机 


曙 痊 午 浊 关 要 雪 生 和 了 


| ca<Z<20 内 , 诸 奇 性 积分 f1(2)， filo), ,fn(2): 名 


过 和 
过 和 和 


| 


$ 22. 柯 西 核 与 希 硕 伯 脱 核 奇 性 积分 的 概念 在 实用 问题 中 起 着 
重要 作用 ,而 以 复 疼 夯 数 论 中 下 面 的 定理 作 基 础 的 。 
定理 改 工 是 任意 一 条 光滑 的 闭 境 界 , g() 是 确定 在 工 上 且 满 足 


和 
得 二 


上 


F(2) -=| Pod (1) 
趋 於 下 面 的 攀 限 值 
Pt)= Ho + gr |, ea, (2) 
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或 对 座 的 下 面 的 极限 全 


R= LoD +t EY, (3) 


草 认 这 偏 定理 ,我 们 有 歼 点 注意 。 

首先 , 须 假定 境界 荆 芭 正 向 , 也 就 是 由 工 所 图 成 的 区 域 屋 保持 在 
左 注 。《2 ) 式 的 下 酸 : 表示 2 和 从 工 的 内 部 趋 於 发 而 (3 ) 式 的 6 表示 3 
从 厂 的 外 部 趋 基 二。 此 处, 此 菊 所 放 z 趋 蕉 二 是 要 部 需 点 z 所 沿 的 曲 
六 不 与 工 相 切 , 否 旭 可 能 影响 定理 的 正确 性 。 最 鳄 , 工 可 能 由 於 几 个 
不 同 的 阴 曲 狠 所 组 成 。 

对 於 适 个 定理 ,我 们 不 予以 痊 明 , 因 字 可 在 任何 一 本 复 变 而 数 葵 的 
_ -~-、、 教程 中 技 到 。 


A “、 应 注意 的 是 境界 工 仿 非 阳 的 特别 情况 。 
\ ， 2 。。 洛 荆 是 一 修 入 相 弧 (加 8 ), 则 “ 的 内 部 ”及 
-~-- 一 和 ( 红 的 外 部 ”的 概念 衷 失 了 意 闵 , 然而 (2) 式 及 


图 “ (3 ) 式 仍 有 效 。 我 们 用 下 述 方 法 来 确定 方向 ? 及 
e 。 对 於 工 附加 上 一 条 弧 ,使 上 及 L 合成 一 条 并 境 历 , 且 沿 着 党 声 
界 取 送 时 人 对方 向 , 且 设 D 是 汪 个 境界 所 图 成 的 区 域 。 於 是 在 (2 ) 式 及 
(3 ) 式 中 的 和 及。 就 部 乱 是 在 区 域 D 的 内 部 或 对 兢 地 D 的 外 部 的 意 
发 。 


下 面 的 表示 式 
ps C4) 
时 做 柯 西 核 , 其 中 5 及 # 是 境界 工 上 的 任意 雨点。 
我 们 称 下 表示 式 
ctg “do (5) 
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一 - 一 mm 


乱 送 尔 伯 股 核 ,其 中 及 o 其 乱 实 变 败 , 日 圭 在 开 区 间 [0，2r] 内 变 醒 。 
渤 个 核 起 着 重要 作用 , 它 也 和 解析 画 数 的 理论 有 着 密切 的 联 效 。 我 们 
将 陵 定 这 个 其 傈 。 


我 们 锻 博 哇 松 积分 


] (27 m2 
UY, )= 记 -| W090) 守 十 19 一 如 COS py 


出 发 。 慎 宫 用 uo) =U(1,0) 表 示 在 国 ”<1 内 的 彰 和 画 数 Ur, 9) 在 
迁 个 图 周 上 的 值 。 介 7e”=z, 6* 二 56。 於是 我 们 很 容易 得 到 
UCr, =—Relas| wo) 


其 中 ?7 是 圆周 |t| = 工 。 

用 (r,s) 记 作 U(7, 8) 的 调和 共 雹 面 散 。 准 是 除 差 一 个 常数 外 ， 
V(7, s) 可 完全 决定 。 我 们 选择 得 个 常数 使 它 满 足 一 个 人 条件 ,就 是 大 (7 s) 
在 图 心 的 值 等 於 寺 。 人 於是 有 


UCr,s) + (7, 8) = 5 (C0 学 。 


现在 合 ”一 十 使 点 = 是 从 图 的 内 部 趋 於 圆周 7 上 的 任 一 点 。 应 用 
公式 (2 ) ,经 过 初等 绝 换 之 后 ,我 们 得 到 


1 [oto 
v(8)= 二 | uo)otg SEsdo, (6) 


其 中 v3)=V(1, 8) 是 调和 画 数 六 (7, 3) 在 圆周 y 上 的 极限 值 。 
公式 (6 ) 显 出 希 鲜 伯 股 核 与 在 图 的 内 部 的 调和 共 瑟 画 数 的 极限 有 
测 榜 密切 的 联网 , 且 过 个 调和 共 邳 本数 了 (>, s) 服 从 下 人 条 件 
V(r, 8)| ,=-o=0。 (7) 
希 页 伯 股 核 及 柯 西 核 的 二 者 之 间 有 很 简单 的 关 傈 。 设 研 是 一 条 简 
单 阴 境 界 , 它 是 有 连续 曲率 的 一 条 于 光 遇 穆 。 设 工 的 做 数 方 程 是 
ZX 一 0(S)， Y=Yy().。 
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没 相应 的 肉 数 s 在 于 区 于 [0, 2x] 内 变动 。 记 1 二 2 十 记 及 t(s)== ro) 十 
二 iy(s)。 境界 也 的 方程 可 写作 三 大 5 的 形式 。 贡 6 是 也 王 的 任 一 点， 
则 套数 有 一 值 ,使 = 长 c)。 杖 是 不 将 证 明 下 式 


7 -dr 二 Ps o)do, (8) 


其 中 P(s,o) 是 两 个 炙 数 s 及 的 如 缠 画 数 , 送 画 数 满足 有 某 正 指 数 的 
李 勃 息 蒋 人 条件 。 
8 23. 族 合 奇 性 积分 的 公式 设 


91(t) 一 -元 一 


而 一 
(1) 
po(t )= One 7— cy 


其 中 二 是 闭 境 界 。 不 险工 由 一 条 或 从 条 于 曲线 所 组 成 , 下面 的 推理 没 
有 改变 。 我 们 的 要 求 是 如 何 用 yp(2) 直接 地 来 表示 polt) 。 考 虑 下 面 的 
柯 西 型 积分 : 


/0) =|, f= |, 2 全 
由 22 中 ( 2 ) 式 ， 有 
f(D -P+ | a -+ 
由 91() 及 pa 人 轧 的 定义 ,我 们 有 : 
P16) = B90), pa =fu(D) -Fp (2) 
将 (2 ) 式 中 的 g1( 人 D 代 入 记 (z) 中 , 居 得 : 
f(D- |, Ed. (3) 


Ly Li—2 


(3 ) 式 中 第 一 各 分 是 柯 西 型 棱 分 ， 因 篇 它 的 密度 @ .60) 是 在 了 的 内 部 


GT oer re 


@ 我 们 称 柯 西 型 积 苍 | ， 了 人 中 的 KC?) 乱 巡 夸 妇 的 窒 度 。 


L yg—g 
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国人 


需 解 析 的 丽 数 .A(z) 的 极限 。 因 此 , 党 个 积 人 等 发 f(z) 。( 3 ) 中 第 二 各 
分 显然 等 锥 于.f(s) 。 庆 是 户 (a) 一 于 fCz)， 目 ft) 一 豆 f1()。 现 在 从 
(2 ) 推 知 
ROLESIOPE OP EYE 0 
我 们 得 到 普 安 加 勒 - 伯 挟 觅 妆 的 复合 奇 性 稿 分 的 公式 : 
| 全 A Pi) (4) 


应 注意 的 ,\4) 式 中 的 二 重 积分 的 次 序 不 能 交换 。 因 若 变 更 (人 4) 式 
中 的 积分 次 抒 , 央 得 到 积分 


a)? Od | er 
而 和 个 积分 的 值 等 伶 零 。 襄 实 上 ,车 5*t, 旭 有 


在 $ 22 的 (1 ) 式 中 , 分 wg()=1 。 闪 ?在 工 的 内 部 , 则 了 (LQ)=1; 在 
$ 22 的 (2) 式 中 以 7 代 赤 5, 上 则 得 到 


| dr 1 

Dy jr To—t 2° 
相似 情况 ,也 有 元 了 | -= 豆 。 

， dz 
从 而 有 | tt 


我 们 引 到 有 希 研 伯 脸 核 的 窗 合 奇 性 积分 的 公式 。 分 


p(s) = 二 -| ? (tg 5 do, 
5 ) 
pa) = | px(c)etg :caa。 
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用 U(r, ss), Vi 5)，,U2(7, 8) 下 示 在 图 ”<1 内 的 调和 而 数 , 而 在 辕 忆 
7 二 1 上 , 关 三 个 再 数 的 值 分 别 等 於 p(s) ,pi1(3) ,92《8)。 认 是 Ui(7, 83) 
是 UC7, 3) 的 调和 共 塌 男 其 ,而 Usa(7, 8) 是 Ui(7, 5s) 的 襄 和 共 旺 页 数 。 
从 柯 西 -和 歼 受 方程 ,不 将 得 到 
U7, 38) 二 一 U(r, SC，C 一 常数 。 
在 8 22 内 指出 的 关 傈 ,常数 C 由 条件 rs) |，-o=0 决定 之 。 於是 有 
OC=U(r, 8) | os。 

但 调和 画 数 在 圆 中 心 的 值 等 基 它 在 圆周 二 的 值 的 算术 平均 估 。 由 此 推 
得 


CO= 工 | rdl oat {va 
-去 |， (1, o) o=2| po) do 。 


现在 ,有 Usl7, 3) 一 -UC7, 8)+ 训 -| 9(0)do。 
在 冯 等 式 中 ,全 ?=1。 因 UC1,s)==p(s)， U2(1,s) 二 ps(s), 则 最 后 得 到 
pa() =——9()+ | o(c)dc。 


将 (5 ) 式 中 的 pos) 代入， 然后 将 p1 G3) 代 篇 《5 ) 中 的 奇 性 积分 形 
式 , 我 们 得 到 希 尔 伯 股 公 式 : 


0 一 S G 一 口 ， 
Caz), og "3 ado) p (0) ete 5 Qo 一 


= 一 p(s) 十 去 | 99dg。 (6) 


在 复合 积分 中 , 如 果 一 个 是 奇 性 积分 , 而 另 一 个 是 苗 沼 积分 ; 则 情 
襄 更 篇 镜 单 。 衣 匡 (s,0) 是 满足 李 过 息 区 人 条 件 的 钞 数 , 秦 是 下 面 的 二 重 
积分 


可 2 和 一 >z 2 
FF(s) -| ctg 5 ao| H(O,o)do 


可 能 交换 积分 的 实 厅 , 且 & 9 满足 李 勃 息 茨 人 条件。 相似 定理 圣 於 有 柯 
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西 核 的 积分 也 有 效 。 详 和 的 请 明 , 可 在 文献 [28 几 中 找到 。 
$24. 有 希 页 伯 腕 核 的 奇 性 积分 方程 ”我 们 将 讨论 下 形式 的 方程 


ap()+ | po)ote sdot+) 天 Go)g(c)do=7G)，(1) 
其 中 a 及 3 是 常数 ,一 般 地 说 它们 是 复数 。 : 
关於 核 及 (s， 0) ,我 们 吉它 满足 李 团 息 区 条件 。 半 认 自 由 项 了) 
我 们 也 有 相同 的 假设 。 
首先 ,我 个 设 (s,0) 三 0, 因此 我 们 讨论 的 方程 是 


Lo=ap()+ | 9(o)otg 3 d=/(), (2) 
用 下 述 方法 来 解 壮 个 方程 。 
分 
b {2° Oo—$8 
Mo=aols)— 如 -| wo) otg Fdo, ( 8) 


其 中 w(o) 是 任意 画 数 。 将 方程 ( 2 ) 的 两 渴 有 运用 算 子 ( 3 ) ,我 们 得 到 新 
方程 

MLp=F(s), F(s)=M}, 
应 用 和希 泵 伯 腹 公式 ,不 妾 得 到 


Gast bp(e)— 5) po)do= Fs) (4) 
车 o2 十 到头 0， 则 最 后 方程 是 一 个 有 简单 形式 核 的 弗 列 德 和 蒙 广 


程 。 

我 们 苯 明 , 仅 须 a 大 0, 方程 (4 ) 和 与 方程 (2 ) 是 等 价 的 。 入 了 估 侦 
目的 ,我 们 将 (4 ) 再 窟 篇 次 形式 MLp 一 Mf=0, 或 MM(Lp 一 站 =0 
Ly 一 f= 我 们 得 到 方程 Mow= 0, 或 更 详 地 写作 


2 i 
ao(5) 一 如 -| wo)elg 一 7 -dr=0。 


对 址 个 方程 的 雨 沈 , 过 用 下 面 算 子 
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ay(s) + 了 | wv(s)cteg 一 -ds 。 
於是 得 到 w%(3) 必 须 遂 合 的 方程 : 


ql aw (8) -起 | wo )ote -3 3 do | 十 


bp {(Y¥ ，a 一 8 (到 gd—o 
+ 让 | eee do[coG) 一 及 | ootg "3d |=0. 


去 括 绝 ,日 应 用 希 评 伯 脸 公 式 多 换 二 重 积分 。 我 们 得 到 
(@2-+- 602)w(s)— 元 | wo)do=0 。 (四 ) 


由 此 推 得 ws) = 常数 。 在 ( 甲 ) 式 中 , 分 os) = w (0o)=0, 我 们 得 出 
CO=0), 或 0=0。 现在 有 ww(s)=0, 或 Lp 一 f==0, 亦 即 从 方程 (4 ) 推 
到 方程 (2 )。 另 一 方面 ,方程 (4 ) 显 然 是 方程 ( 2 ) 的 灶 果 ,因此 壮 十 个 
方程 是 等 价 的 。 

用 $4. 中 的 方法 以 解 方 程 (4 ), 我 们 得 到 需要 的 解 


一 /人 一 rca) fe Tdo+ 
六 2 
+ | f(o)do 。 (65) 
若 十 如 ==0, 我 们 可 能 订 明 在 一 般 情 况 方 程 ( 2 ) 没 有 解 。 
注意 特殊 情况 4=0 。 裔 6=1, 这 个 假设 蜂 不 影 法 普通 性 ,我 们 得 
到 第 一 种 方程 


2 
二 | P(tg 3 du 一 /Cs)。 C6) 


在 各 楼 情况 ，( 5 ) 式 的 解 是 乱用 的 。 但 方程 (6 ) 的 解 不 锥 在 楼 求 
得 。 将 (6 ) 式 中 的 字 尽 " 及 :分别 换 作 0 及 o, 然后 将 两 稳 乘 以 


1 etgC 一 = 


2Tr 2 3? 
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且 在 区 间 (0,2r) 内 取 积 分 。 应 用 希 泵 伯 股 公式 ,得 到 
pC)— | pds= FC), FO)=—| 7Co)etg2sdo。(7) 


过 方程 个 网 求解 。 分 


训 |、 p(s)ds=0, 
於是 ,有 0(S) 一 C 一 五 (8) 。 
兰 吉 方程 日 0 至 2r 取 积 分 ,我 们 得 到 下 面 的 等 式 
0= 训 >|， F(s)ds 。 (8) 


不 肉 检 验 不 论 画 数 了 (8) 如 何 ,方程 (8 ) 恒 成 立 。 常数 C 是 任意 的 , 众 是 
得 到 


p(s)=— | flo) otg do+0, (9) 
将 过 个 解 代入 (6 ) 式 ,我 们 雄 们 党 且 仅 党 下 条 件 
| (a=0 (10) 
满足 时 ,《 9 ) 是 ( 6 ) 的 解 。 认 是 (10) 是 方程 ( 6 ) 有 解 的 必要 且 赤 分 的 


条件。 

在 一 般 情 况 , 我 们 将 方程 (1 ) 的 雨 下 这 用 算 子 ( 3 ) , 则 得 到 一 般 形 
式 的 弗 列 德 和 蒙 积分 方程 。 认 是 锯 之 於 解 壮 侦 方程 。 可 能 娠 明和 误 个 弗 
列 德 和 聚 方程 反方 程 (1 ) 是 等 价 的 。 

最 个 ,关於 下 面 的 更 一 般 形 式 的 奇 性 方程 : 


Q(C8)0(8) 十 二 Dojctg 一 二 ao 二 | Kl(s,o)p(lo)do = f(s) (11) 


眙 子 讨 其 ,其 中 傈 数 < 太 4 是 释 量 。 若 c(s) 太 六 5) 满 足 李 勤 息 艾 条件 ， 
划 济 於 (11D 式 的 十 潍 肥 用 下 面 算 子 


Mo =a() (8) 一 “| oo)otg Tdo, 
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人 
Mi 


我 们 得 到 弗 烈 德 和 蒙 型 积分 方程 。 然 而 它 与 方程 (11) 可 能 不 是 等 价 的 。 
$ 25. 有 柯 西 核 的 奇 性 积分 方程 ”下 形式 的 麻 性 方程 


oz 四 十 六 | Pdf (1) 


也 可 用 很 简 哩 的 方法 解 之 ,其 由 及 5 是 常数 , 工 是 于 境界 介 。 滋 於 方 
程 ( 工 ) 的 南 渴 ,运用 下 算 子 


Mo~aw() — | pega, (2) 


诡 用 普 安 加 勒 -内 遍 股 朗 公 式 ,不 认得 到 : 
bp = -| Ea. 
若 4 一 /和 关 0,， 我 们 得 到: 
OO (3) 
将 p(D 代 入 方程 (1 ), 划 示 知 (3 ) 式 中 的 画 数 夏 实 适合 方程 (1 )。a= 
=0 的 情况 这 次 不 算 作 例外 。 
对 於 更 一 般 形 式 的 方程 : 


a oO + at | Ko OAD, (4) 


a?(t)—062(t) #0, 


我 们 也 运用 下 算 子 


Mo=alDo(D 一 | Ey 


姑 得 到 弗 列 德 和 蒙 方程 。 若 < 及 5 是 常数 , 上 有 得 到 的 弗 列 德 和 蒙 方 程 
与 万 程 (4 ) 是 等 价 的 。 在 一 般 情况 ,过 问题 需要 补充 说 朋 。 

$ 26. 非 阴 的 单 达 表 境界 的 情况 ” 老 境 界 虐 是 非 阴 的 , 剧 普 安 加 
勒 - 员 规 上 脱 朗 会 式 乱 效 ， 且 $ 25 中 解 奇 性 积分 方程 的 方法 在 各 情况 地 


re 


曲 工 由 一 条 或 冰 饼 并 曲 粮 所 粗 成 , 不 影 狂 以 后 的 讨 葵 。 
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mm me 


宣 备 优 歼 。 此 兢 我 们 探 用 另 一 方法 ,过 个 方法 保 将 奇 性 方程 的 讨论 名 

之 於 所谓 黎 曼 问题 号 。 应 注 普 的 , 这个 方法 也 可 认 用 到 亏 是 六 境 务 的 
情况 。 
候 二 是 一 休 有 加 午 曲率 的 简单 平滑 弧 。 我 们 诗 论 下 方程 

ap + | EA), (1) 


篇 简单 起 见 , 我 们 说 a 及 0 是 常数 ,HH 一 中 到 0 。 
作乱 新 未 知 男 数 ,我 们 引用 以 p(6) 篇 密度 的 柯 西 型 积分 : 


| p86) 7 
pa Z 必 。 (2) 


PF(2) 一 -一 
从 8 22 中 (人 2) 式 及 (3 ) 式 ,有 : 
PD = F(t) — Ft), | 


| dh) + Po) 


将 过 雨 式 代 入 ( 1) ,我 们 得 到 下 面 的 等 式 : 
Cea iOmCm A (4) 
关 栎 一 来 ,我 们 引 疝 到 黎 曼 问题 : 求 画 数 了 (z), 使 泗 个 画 数 在 境界 
的 内 部 及 卉 乔 的 外 部 的 极限 值 满足 4) 式 所 规定 的 多 性 关 傈 。 


SL 


(3) 


FP(2)=(2)(2), 《5 ) 
“ 且 选 择 o(z) 使 满足 下 式 
(CC 二 Dotz) 一 0C 一 0)ae(C2)。 (6) 
因此 , 男 数 w(z) 是 壮 次 黎 曼 问题 的 解 。 
o() 一 (2 和 ， (7) 


”上 其 中 a 及 6 是 上 的 起 中 及 么 器 ， m 是 订 一 个 常数 。 这 儒 男 区 的 每 一 支 


map 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 Fre 
[ee rp 


0 在 稳 姑 总 里 施 准 利 闪 :th [28 7j, 过 个 名 测 叫 做 着 佣 伯 胶 半 是。 
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在 沿 着 工 所 制 询 的 于 面 内 是 正则 的 。 我 们 时 择 任 一 支 ,例如 ,站 2 一 co 
时 它 等 於 1 的 一 支 。 沉 点 z 禾 时 人 对 方向 围 缮 点 a 转 一 过 时 ,区 w(z) 的 
值 须 琵 以 因子 e””。 冷 是 有 

We(2) = 6 "(2)o 
现在 从 下 休 件 
2xtm: .aro (8) 


‘ a—b 
来 决定 mr 的 值 。 礁 是 画 数 (7 ) 满 足 方程 ( 6 )。 答 方程 (8 ), 肌 除 相差 
一 任意 整数 外 , m 可 由 下 式 决 定之 


J 4 十 
dm nase 《9 ) 


进 择 送 个 整数 ,使 
0 和 Re ) <1i, 


含 了 浊 样 ,我 们 只 须 取 2 二 的 柱 角 在 0 及 2 之 问 。 当 我 们 过 楼 选 定 
mm 德 , 面 数 oO) 及 -7 沿 着 工 都 是 稳 轩 可 各 的 。 
现在 将 所 得 的 wz) 代入 (5 ) ,然后 百代 入 (4 ), 我 们 得 到 : 
nm 0 

浊 样 就 很 容易 简化 黎 曼 问题 的 解 。 正 如 公式 ( 3 ) 指 出 , 5(z) 可 能 取 下 
形式 的 柯 西 型 稍 分 

DO rm), (oe) FO ID 

9mi( 4+ 68) “一 a se 

现在 ,有 


PO) -sar (Ss) | (3A) 
谨 用 (3 人 程 (1 ) 的 解 


Pi) = 和 i b3 sz5./(t) 一 
(| (Or 9) 


E 
(19) 
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Oo 


pe ee 


一 般 地 锥 , 解 (183) 不 是 唯一 决定 的 。 乱 了 使 我 们 礁 信 这 个 事实 , 考 
碟 壮 次 方 程 


po + | P=0. (14) 
应 用 相同 方法 ,发 

Pl) = | a, 5) 

Pos)= (EG) Dole), (16) 


床 注 意 的 , 营 *= co 上 肝 , Fol?) 从 而 Bolz) 此 多 篇 霉 。 现 在 我 们 下 出 下 面 
的 方程 : 

z Goi( 纪 一 Go 分 =0 (17) 
以 营 代 (10)。 仁 样 一 来 , $0o(z) 在 绝 工 不 同 的 两 渴 有 相同 值 。 从 省 豪 我 
们 不 座 断 蜡 Bo(2) 在 全 在 面 上 是正 到 的 ,但 “及 A 十 点 可 能 除外 。 我 们 
需要 设 下 习 积 


polt)In 9 


沿 工 是 息 对 可 积 的 。 
役 和 及 罗 是 在 2 在 面 上 且 在 也 之 外 的 任意 雨点 。 将 (15) 式 沿 着 
连 挨 及 2 雨点 且 与 也 无 公共 点 的 路 迷 取 积分 , 旭 有 
| .Pocoaz=| po In a. 
合生 a, 2 一 B, 我 们 得 到 Fo(z) 沿 着 速 接 “及 有 两 点 上 且 与 工 无 其 他 
公共 器 的 任何 路 和 狠 的 积分 。 从 而 示 知 不 定 积分 


[Fa 


在 a 及 B 两 点 是 有 界 的 。 如 果 a 及 8 是 60(z) 的 本 性 奇 点 , 旭 革 情况 
荐 不 可 能 的 。 於 是 它们 做 可 能 是 50(2) 的 极点 。 裔 m 的 实数 部 分 黑 雁 
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一 


零 , 是 0<Re(wm)<1。 因 积分 | Po(z)dz 是 有 限 值 , 则 转向 到 (16) 式 ， 
我 们 不 只 得 到 B 是 砾 (的 正骨 点 ,而 “是 砚 ( 罗 的 简单 极点 或 正 妈 点 。 
最 和 后, BoCoo)=0 。 和 从 上 述 的 一 切 , 得 到 


2 c 一 管 数 。 (18) 
Yt sh 
现在 ,有 Fos) Tan By 
月 和 从 (3 ) 式 中 第 一 式 , 我 们 得 到 诗 次 奇 性 方程 (14) 的 解 : 
C | 2ximn 
pot) ra By elo) (19) 
方程 (1 ) 的 通 解 由 下 式 答 出 : 
ti 一 5 一 de -1 
9) = ft)— (a2— Ce 4) | (CE $e) f=} 
， , 
OECD Cn) 


其 中 。 是 任意 常数 。 我 们 可 能 选择 过 个 常数 , 使 p( 在 弧 工 的 一 个 庙 
点 或 另 一 端点 磺 是 有 界 的 。 
可 能 有 另 一 个 玫 炒 式 以 蔡 代 (18) , 而 在 过 式 中 含有 w 及 6 更 名 称 
的 形式 。 改 | 
D2)=(2—a) "(2B)”"F(z), (21) 
将 渤 丽 数 代入 (4 ), 得 到 : 


V0) -P= TD ta "(tpB)", 


因此 ,有 ”多 (2)= | 0 a. 


1 
2m(at0) jz 
现在 不 将 得 到 9p (2): 
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PO = s/t)— 


一 (C0 "EB 
By |, “at (22) 


道 是 特 解 ,而 通 解 可 表 作 下 形式 : 


P(t) = ssf i)— 


b C—O ， 
By |, dt 
0 _ 
UA" BD C28) 
在 (20) 及 (23) 十 式 中 的 常数 。c 的 值 是 相等 的 。 
在 特别 情况 , 考 感 第 一 种 方程 


本 | -ss a=fCt) (24) 


mr LC—t 
此 厂 =0， b=1., 其 次 ， 
1 _N_1 
m= 1 
着 一 回 (20) 式 答 出 


_1 /一 wa i—Bb fC) 
Pt) = 二 人 | ， 了 一 Ca fs+VC IC2Dy 


在 (23) 中 分 4 二 0, 我 们 得 到 另 一 形式 的 解 : 
VG- -Bf 
pdt 


(25) 


1 
P(t) = (st—a)(t—B) | 
i 
TA 20 


车 Rom) 一 0, 划 由 於 (16) 式 及 从 积 从 | Fo(z)dz 的 有 限 性 , 推 知 
a 及 消 是 而 数 Zo?) 的 正则 点 。 认 是 由 李 访 杂 评 定理 , 则 G0(z)= 常 
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一 -一 -一 -一 一 一 一 一 ”一 -- 


数 , 日 因 矶 (co)=0, 故 于 (z)=0。 在 莹 样 情况 ,方程 ( 工 ) 有 唯一 解 ， 
此 解 由 (18) 式 决定 之 ;党 了 ReCm)=0 时 , (22) 式 不 能 表示 方程 的 解 。 

$ 27. 非 于 的 且 非 贸 连 通 的 境界 的 情况 ”现在 滴 境 界 了 由於 羔 休 
简 旦 弧 万 ，72 7 所 构成 ,此 % 休 弧 中 任意 两 休 无 公共 蒿 。 下 方程 


ap(t) + | Pe df) (1) 
可 用 § 26 的 相同 方法 解 之 ,其 中 全数“ 及 5 此 篇 常 数 。 分 
F(z) _ | DCG) PDS) dL, 


一 
如 前 ,我们 得 到 
Cat BRO (ob PC) =f, (2) 
记 绝 上 ;的 起 点 扩 竹 点 篇 ar 及 B:。 设 
(2) =1[ (ES) BC), (3) 


其 中 指数 m 也 由 § 26 中 (9 ) 式 检定。 将 这 画 数 代 太 (2 ) ,我 们 得 到 : 
I (SEs) £0), 


r=1\t 一 Or 


Di(t) — Bt) 一 7 


因而 推 得 


0 irs), 工人) fOr (4) 
且 得 到 方程 ( 1 ) 的 特 解 : 
P(t)= FF!) ~ 


| b 1 tf — Oy ui; 1 :一 m fCL) 
CN 

如 前 包 同 样 讨论 ,对 从 章 次 方程 的 情况 ,我 们 得 到 对 话 画 数 50(2)， 
它 等 认 
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ee — ee EEC ia mr 


或 ,将 此 分 式 通 分 , 央 简 化 篇 


B27) = (6) 
I (z—ax) z 

其 中 P,_1( 力 是 (n 一 1) 坎 的 任意 多 项 式 。 现 在 不 内 得 出 下 面 音 次 种 分 

方程 


m+ 0 


的 解 ,等 认 


pet)= et (7) 
| [一 ap 人 — Be)" 


其 中 Q,-_1() 是 (mn 一 了 次 的 任意 多 项 式 。 方 程 ( 1 ) 的 通 解 篇 下 形式 
p(t)= af(t)— 


02— 


_ bb | 几 于 一 0 m 六 《一 nt : 
(a@*— 0b2) 7 HG 一 入) | (= 1): 
+ (8) 
JI[G 一 co 一 BDI 
多 项 式 Q,.1(t) 可 这 样 选 择 , 使 p( 蚊 在 弧 五 ,De ,五 的 呈 个 端点 不 
是 有 界 的 。 
$ 28 . 奇 性 积分 方程 组 ”有 和 希 泵 伯 觅 核 的 积分 方程 租 有 下 形式 


6 
zt 


z nn Db,.. {27 
Li(91 2, sn) -Dp tu Pi(0) ctg 一 da 十 


+| KC, po do -AGED2 mn, (1) 


[28 生 性 种 和 外力 程 粗 139 


oO 


其 中 上 1(s,0) 对 於 坝 个 多量 都 满足 本 过 息 区 人 条件。 
很 容 电 人 能 欧 将 运 些 方 程 杰 得 弗 列 德 利 莹 型 的 。 只 须 作 下 而 - -组 多 
低 
MeLiy, Lay es Ln)= MieCfis fos Fi) ( 2) 
其 中 


Mopos oo = San s) — | oc)otg 3 do (3) 
不 将 通知 方程 组 (2 ) 有 下 形式 
Sampn | Ko jpo(ojaa = MiCfis fos es fo), (4) 
其 中 
Ain = avaimt Bubin) (5) 


Kim《s,0) 是 一 个 新 核 ,也 满足 李 描 息 菊 条件。 至 崔 方 程 租 (1 ) 及 方 
程 组 ( 4 ) 是 否 等 价 的 问题 是 相当 困 将 的 。 关 长 方 程 组 的 解法 ,在 勤 . 伊 
' 穆 斯 黑 里 施 维 利 的 论文 中 [28 e] 可 以 找到 某 些 指示 。 
若 方程 组 中 所 含 的 积分 路 蒜 是 于 境界 , 旭 上 述 理 答 没 有 任何 改 释 
郎 可 应 用 到 有 柯 西 型 的 积分 方程 粗 。 


下 入 ”积分 方 征 的 应 用 


第 一 草 ” 狄 鲍 希 勒 的 问题 及 它 的 应 用 


因 篱 狄 锥 希 革 的 问题 ;有 梁 多 的 各 式 各 样 的 应 用 ; 它 在 数学 中 估 着 
特殊 地 位 。 流 钵 力学 中 的 基本 问题 ,也 就 是 流 烙 问题 ,及 弹性 力学 理论 
中 的 扭转 及 丢 曲 问题 苦 可 直接 了 之 认 狄 欠 希 勤 问 题 。 它 也 与 平面 以 及 
空间 的 弹性 力学 理 花 中 的 静 力 学 问题 察 害 地 联 胃 着 ,而 且 也 接触 到 强 
性 波 的 传播 理论 。 类 似 情况 ,我 们 不 座 涪 炽 刘 从。 

在 汪 一 章 中 ,我 们 说 明 联 色 着 积分 方程 理论 的 狄 镜 希 惑 问题 的 解 
法 , 雍 钼 述 它 的 某 些 应 用 。 此 不 我 们 主 避 地 将 从 事 於 竹 面 问题 的 探讨 ， 
它 有 闽 富 的 应 用 ,而 且 对 办 更 高 深 的 硝 究 以 及 它 的 解法 的 有 效 性 ,六 从 
我 们 都 是 非常 有 用 的 。 

我 们 回 愤 狄 钢 希 勤 问 题 是 由 如 下 的 情况 所 构成 : 求 一 画 数 , 它 在 区 
域 的 内 部 是 再 和 夯 数 ,而 它 在 区 域 的 境界 上 的 值 是 已 知 的 。 

§ 29， 对 於 单 过 通 区 域 的 狄 鲍 希 勒 问题 ”首先 我 们 考虑 有 限 区 域 
的 情况 (图 4)》 。 用 也 表示 得 个 区 域 , 且 用 二 表示 它 的 境界 。 我 们 将 
疝 壳 增 界 也是 一 条 平滑 且 逐 秆 曲率 的 曲 义 。 以 TCz, y) 记 所 求 的 调 
和 画 数 , 且 以 w(t) 表示 它 在 上 的 值 ,此 不 是 境界 工 上 的 点 的 祝 华 
概 。 在 单 连 通 区 域内 的 调和 西数 U (2, y) 可 考虑 是 某 一 解析 画 数 p(z) 
的 实 部 分 , 关 解 析 画 数 在 所 论 的 曲 连 通 区 域内 是 示 则 的 人 @。 如 果 我 倍 
求 出 (2)， 旭 问题 妆 完 全 解决 。 我 们 将 遭 个 要 求 的 西数 写作 柯 西 型 稿 


ee ep 


加 ”此 左 太 以 合 我 们 探 用 下 名 词 。 如 果 一 个 前 数 在 一 区域 内 的 每 一 点 是 全 印 的 ,至 多 可 
能 有 限 个 不 或 曲 煌 除外 , 则 衣着 个 曾 数 在 区 域内 是 解析 的 。 车 一 解析 画 数 是 畔 值 的 且 宅 在 区 
域 的 内 部 溉 有 否 点 , 则 谓 首 个 隐 数 在 话 城 内 是 正 划 的 。 我 们 所 用 的 名 词 壮 不 是 通用 的 。 
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分 的 形式 


PD) 1) 


， 其 中 密度 AKC) 将 认 作 是 一 个 实 夯 数 。 问题 中 
之 於 KC5) 的 决定 。 

迫使 (1) 式 中 的 点 2 和 从 区 域 的 内 部 趋向 於 境 

图 4 界 上 的 某 一 点 1。 应 用 $ 22 中 (2) 式 ,我 们 得 到 : 


pO) = + | 区 2 疏 。 (2) 
在 ( 2 ) 式 中 分 能 出 实 部 分 。 注 意 Re{pC)) 一 u(t), 我 们 求 得 : 
pC)+ In| =), 
因 CC) 是 实 面 数 ,或 将 上 式 写作 | 
p+ | Ce) Tm (pF) =2ut), 
计算 积分 的 核 。 虎 一 1 二 7e* 。 则 
Im(;, 


p77)= =Im[aln(t—t)]= =d0 = do, 


其 中 do 是 境界 的 弧 素 。 由 於 柯 西 - 黎 曼 方程 ,有 


选择 向 径 的 正 向 是 从 至 1。 则 我 们 不 变 见 5 人 = 一 cos (v, 7)， 
因此 ,最 后 有 | 
dC \ (2， 
aaa 


车 7-?0 则 也 有 cos (r, 2 一 0, 且 在 逐 闵 曲 率 的 工 的 假发 下 , 我 们 不 
旋 咱 明 , 核 中 是 圳 熏 的 。 过 楼 一 来 , 我 们 得 到 以 JC) 般 求 知 


全 2 是 二 的 向 外 法 次 。 


142 狭 鲍 希 勒 的 问题 及 避 的 路 用 篇 ”第 一 章 - 


La Ce 
一 下 (em = 


末 数 的 弗 列 德 和 琵 型 积分 方程 : 
Cosf 2 
nt)—=| mL ,7 7 tu =— u(t ), (3 ) 
好 JL 小 


在 特别 情况 ,党 境 界 工 是 一 个 酉 圆 , 则 车 个 方程 在 8 85 及 7 中 ,我 
们 已 经 研究 电 了 。 花 芒 明 无 论 自 由 项 是 怎 楼 的 西数 , 方程 ( 3 ) 是 可 解 
的 ,是 有 唯一 解 。 换 句 话 说, 就 是 要 其 明和 = 二 不 是 核 ?分 的 特 
微 值 ， 由 长 弗 列 第 和 蒙 交 比 定理 ($ 8), 只 须 痊 明 夺 应 的 讲 欢 方程 公有 
恒 竺 失地 的 解 就 绝 了 。 

合 vw 信 =0 。 方 程 ( 3 ) 成 篇 交 次 的 。 避 jot) 是 莹 个 课 次 方程 的 任 
一 解 , 因 之 


(及 一 | mo) ET go =0 (4) 
股 (2 是 刀 的 内 部 中 的 任 一 点 ) 
po)= 太 7|, es 葡 。 (5) 
车 ! 是 也 上 的 一 点 , 则 人 条件 wb)= 0 显示 出 Refpo(D)} =0 。 由 惟独 
希 勒 问题 的 唯一 性 定理 , 旭 在 全 部 区 域 内 ,有 Retpo()}=0。 现 在 
从 柯 西 - 歼 曼 方程 ,显示 出 po(z) 是 一 个 炖 虞 常数 ，gu(z) 一 io 。 从 是 等 
式 (5 ) 可 能 使 具有 下 形 驮 


i) 0, 
而 且 迁 个 恒等式 狼 於 DD 天 的 一 切 点 z 都 是 有 效 的 。 但 从 关 雁 柯 西 积分 
的 著名 址 理 ，1o(5) 一 ia 是 在 工 的 外 部 篇 正 旧 且 在 钨 家 爱 点 等 於 零 的 
某 一 函数 必 2) 在 工 上 的 极限 值 。 画 数 (zx) 的 纯 典 部 分 在 研 上 的 值 
等 於 常 数 &, 则 册 \2) 一 常数 。 然 当 z= ce 有 蛙 它 等 於 雾 , 故 沙 (z) 三 0 。 画 
数 jwolt) 是 Rety(z)} 在 境界 上 的 值 , 因 之 po 人 人 三 0 。 我 们 的 断 善 已 经 
运 明 。 
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既然 二 - 不 是 方程 人 3 ) 的 特征 值 , 旭 对 从 过 个 方程 我 们 可 订 用 授 计 


风 近 法 以 解 之 ,过 点 在 器 5 及 7 中 已 榴 论 明 过 了 。 

现在 名 大 区 域 D 来 解 狄 鲍 希 勒 问题 , 此 处 D' 是 天 从 的 外 面部 
分 的 区 域 。 过 一 回 我 们 不 能 将 所 求 夯 数 写作 柯 西 型 积 从 形式 ， 因 篇 党 
:= co 时 ,过 样 的 积分 等 从 雳 ; 在 其 时 , 所 求 丽 数 pCz) 在 扰 宕 可 点 仅 是 
有 界 的 。 因 此 我 们 用 柯 西 型 稿 从 与 革 一 个 常数 的 和 来 表示 所 求 夯 数 
2(z)， 也 就 是 谢 

po) =| dt | do (6) 
密度 jCL) 认 作 是 实 画 数 。 迫使 > 趋向 从 境界 上 的 一 点 t， 从 22 中 
(3 ee 
p( 芒 一 一 于 /二 二 下 人 +, rbd. 
重 槛 上 面 的 讨论 ,我 们 引出 了 积分 方程 


p+E| pO Mae) nt) do= 9At), (7) 


我 个 证明 方程 (7 ) 的 可 解 性 。 如 前 , 分 以 录 三 0, 设 Jvwo(t) 是 这 次 积分 


po(D 二 二 | pool) 2 ac 一 | ob)dr=0, (8) 
pe)= 吉 | 如 | mio; rED。 (9) 


方程 (8) 指 出 Re{goQ)} 一 0, 1€E 工 。 如 上 所 壕 , 在 其 上 时, po0(?) =ia 。 
将 过 个 丙 数 代 大 (49 ), 且 分 ?= 02，, 我 们 得 到 


. 1 
ia= 志 -|， Mol( Cdo, 


昌 因 jwo(%) 是 买 醋 数 , 则 
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a=0, | ko)do =0。 0 (10) 


现在 显然 有 。。 或 7|, 名 d=0,zED' 


由 八 柯 西 型 积分 的 著名 性 质 ， 推 知 jwo(6) 是 在 D 内 篇 正剧 的 某 一 画 数 
1(z) 在 工 上 上 的 极限 值 。 演 时 ，ImGakz)7) 一 0, 故 GO) 是 实数 。 从 而 
知 业 (2)= 二 C= 二 常数 ,因此 得 到 /o( 人 一 CQ 。 将 过 个 值 代 大 (10) ,我 们 相 
信 C=0, 最 后 有 uo(&)=0 
根据 弗 刘 德 和 荣 交 比 定理 , 现在 我 们 可 确定 不 论 所 改 画 数 w(t) 如 
何方 程 (7 ) 是 可 解 的 , 旦 有 唯一 解 。 解 这 个 方程 , 且 将 它 的 解 代 入 (6 ) 
却 , 我 们 得 到 名 於 区 域 D' 的 狄 锐 希 勤 间 题 的 解 。 
§ 30. 例 构图 的 内 部 变 成 圆 的 保 角 映射 ”如 果 一 区 域 绝 成 圆 的 
保 角 映射 是 已 知 的 , 旭 可 以 简单 地 得 到 狄 够 希 勤 问题 的 解 。 反 之 , 若 对 
捡 某 一 单 连 通 区 域 的 狄 够 希 勤 问题 的 解 是 已 知 的 , 则 可 能 求 一 面 数 , 浊 
画 数 是 过 区 域 购 成 圆 的 保 角 映 射 。 花 廿 明和 这 个 事实 。 
设 =o(z) 是 足 现 区 域 D 名 成 图 |w| <1 的 保 角 映射 的 画 数 。 其 
次 , 设 区 域 D 内 的 一 点 z= 一 6 到 篇 图 心 %=0 。 朋 有 
2) = (2— 2)Y(2), (1) 
其 中 水 z) 在 D 内 是 正则 的 且 昊 於 堵 。 在 过 情况 , 面 数 
V2) =In yz) 
在 DD 内 也 是 正 旭 的 。 我 们 将 求 确定 夯 数 p(z) 的 人 条件。 
若 ?是 境界 上 的 一 点 1, 旭 
wl= ial|y) | =1., 
由 此 推 得 
Refto(t 切 一 世上 雪 |= 一 呈 | 二 4|。 2) 
尖 样 ， 乱 了 决定 9 人 以 解 狄 锐 希 惑 问题 , 取 ww( 尹 = 一 In1t-a|。 求 出 
2 后, 我 们 已 经 不 闪 还 原 到 okz)。 


[$ 30] 例 : 风 夯 的 内 部 释 成 图 的 保 角 映射 1 各 


一 一 一 :一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 -一 一 一 -re 一 me 


作 篇 例子 ,我 们 求 一 画 数 ,过 是 可 实现 一 个 椭 图 
=a Cos30, y=0 sing 

的 内 部 构成 图 |w| < 工 的 保 角 了 映射 的 画 数 。 

泛 半 题 可 厌 於 风 圆 夯 数 以 解 之 。 上 f 上 处 我 们 给 出 妨 一 和 解法, 这个 解 
法 是 朵 用 积分 方程 的 方法 。 

由 人 套 需 要 , 我 们 丹 梯 图 中 心 炙 成 圆心 。 对 苓 夯 数 9(), 我 们 得 汉 
它 在 境界 .上 的 条件 
Re{o(t 一 一 Int。 


说 p(2 一 | PS dt, 
我 们 泛 出 积分 方程 86, 公式 (14) 一 (186)] 


_ a2— 562 
pt)+ | Oe Er (3) 


求 画 数 21n | 计 的 富里 耶 炎 数 , 我 们 有 : 
21n|It|=ln(@? cos2 0 + 0b? sin? 0), 
不 准 险 只 下 面 的 恒等式 


In(w? cos G+ 0? sin? 9) =21n 2 一/ 


eh 2 Re In(1+ To 中， 


其 中 o=e* 。 将 上 等 式 的 右 端 中 的 当 数 展 乱 级 数 ， 日 分 解 出 它 的 实 部 
In(@? cos? 90+ 0? sin? 0) = 


oa 1 
=2In-2 +23 DD) (7) cos 210 , (4) 


由 於 85,， 公式 (22) ,我 们 求 得 夯 数 (2) 的 名 里 子 傈 数 : 


2( 一 二) 一” 2. 
(CC 十 站) 于 十 (CC 一 六 ) 称 ” 


4 一 一 1 e+ 4 一 一 


52 一 02 一 82 
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其 余 的 公 数 此 等 於 奢 。 现 在 ,有 


Ek—1 2 
xDO= —In -2 0 (5) 
且 有 p(2) =—Ine 一 
( 一 LP C2 1 Cos 289 
-2 (ac 十 上) 藉 十 (G 一 站 下 Dr wr | [—z A (6) 


而 且 二 cos 9 十 记 sin 0 。 放 算 (6) 式 中 的 积分 : 


1 | cos2k0 adit _ 1 [6 sin 0 +%06 cog 0 )a0 
Dm Jr 《一 2 2z2 Jo 4c08S0 十 2 sin 0 一 2 


分 6 二 0, 上 积分 可 写作 下 形式 


1 (oo [Cartb)o?— (oa— 2b) do _ 
| (T+), 


用 4 及 ts 记 下 积分 


1 | oi[(a+b)o?— (a— 一 2)] 3 
一 lol=1 《CC 十 D)a2 一 2cz 十 (4 一 站 


1 | ow!1[(atb)or (a bl, 
9 lol=1 (@+0)o2—202+ (a—b) 


在 中 的 被 积 画 数 有 雨 个 一 般 极点 : 


心 


2 十 /22 一 62 2 一 全/ 22 一 52 
0 
过 十 个 梳 是 的 六 应 残 数 分 别 等 於 
ZV 22 062\2. ZA/ 23 np3N\25 
(人 (CH). (7) 


和 生生 这 Oil 及 次 在 圆 |c|l < 过 1 之 内 。 
乘积 oacs 等 於 一 二 -2 ， 因 之 小 於 1。 故 及 oa 的 两 个 模 中 必须 
有 一 侦 小 於 1 、 加 果 第 二 个 数 的 模 大 内 1， 姑 积分 等 於 (7 ) 中 一 个 


-i 
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1- 


残 数 且 宅 在 椭圆 的 内 部 不 是 正则 的, 浊 显 然 是 不 可 能 的 @ 。 从 上 面 的 
溢 明 , 剧 有 
CE CR LT 


(a 0) ° 
对 於 12 的 计算 ， 全 0== 二 。 出 
1 二 | zf [十 0 一 CC 一 DT Iz 
2 Dns vl=1 《C 一 分 到 一 227 十 (CC 十 8) 


如 上 面相 似 的 讨 花 ,我 们 知 被 积 丁 数 的 两 个 极点 昔 在 单位 圆 的 内 部 , 且 
因 之 有 /2 一 0 。 於是 我 们 得 到 


1 | cos 2 0 dL = i (z+ M22— 02) (2— M22— 602) (8) 
rr a CEDER 


右 端 的 分 子 显 然 是 2 次 的 多 项 式 。 我 们 简 用 Fax(z) 记 导 国信 


号 我 们 引用 一 接 的 如 明 来 党 实 汗 个 断 语 。 缉 


g-- N82— 2 
C 


一 MX， ( 甲 ) 


从 而 有 2 二 了 (X= 元 )。 和 个 继 换 是 使 沿 着 开 区 闻 (一 ,0) 所 荐 名 的 z 平面 鱼 仍 加 1X| = 1 


的 内 部 或 它 的 外 评 ， 赛 根 号 前 的 符 咏 的 选 择 而 决定 。 例如 ， 设 在 根 怠 前 取 符 号 , 我 们 得 到 
|x| <1 。。 人 於是 尤其 是 
lta AA 52 一 02 <1。 
a+b 


现在 考虑 回 |X| = 全 。 en, 


Ys ~ c2 


0 $ 


则 性 个 友 杰 篇 我 们 所 设备 的 椭 图 


=a C0080, y=b sing 。 


过 时 ， 椭 加 的 内 部 的 点 对 说 从 下 而 X .| 满足 不 等 式 1<X< 全 2 的 点 。 认 是 , 在 定 圈 的 内 


.9 ~ 

砂 ,有 | = 
6 ee 
3— 02 

或 的 一 |<l。 
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丁 `。 央 
9(2)=— noe ~ 了 


a Dra ye Dax(2) ， 《9) 
而 所 未 的 由 换 面 娄 和 人 
_5 CE 
WwW(%)= se 名 ° 
$31. 对 於 槛 连通 区 域 的 独 锐 希 勒 问题 ” 届 刀 是 (十 1T- 如 通 有 限 
区 域 。 它 的 境界 工 由於 mn 十 1 个 闭 曲 娘 所 构成 ,我 
们 用 Jo 七，…, ,天 示 各 nn 填 1 个 阴 曲 稳 , 且 Lo 
是 限制 区 域 D 的 一 个 最 外 面 的 曲 和 (图 5)。 A 
在 光 手 解 决 我 们 的 问题 之 前 , 麻 有 下 面 的 注 
意 。 如 果 画 数 U(z, 尹 在 复 连 通 区 域内 是 单 值 的 
且 调 和 的 ,一 般 地 说 , 它 的 共 塌 画 数 V(x, y) 是 多 值 性 的 。 我 们 闭 明 它 
的 多 值 性 。 荆 > 是 二 的 向 外 法 线 。 计 


1f 打 
i= 一 Dr 六 Dy ado, b= 一 工 ， 2， 和 o (C1) 


(10) 


i gy, 一 275.4， ao 
IL; DC 


方向 党 L: 秒 一 过后 V(x, y) 的 增 

过 标 一 , 车 调 和 夯 数 在 D 内 是 单 值 的 , 则 党 沿 着 缮 一 届 馈 ， 
2 … n, 它 的 共 四 画 数 得 到 常数 声 量 2xw.4;。 常 禾 同 样 的 一 巡 钱 ， 
解析 画 数 22 一 VC， 0 二 六 (2 yy) 得 到 增 量 2mi 4 。 夯 数 di In(z 一 
一 zi 也 得 到 相同 境 量 ,其 中 zz 是 区 域 D 内 的 任意 一 点 。 由 此 推 知 p(z) 
可 能 表 如 下 形式 


PO = DA (za) + 9*(2)) (2) 
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其 中 %*(z) 是 在 人 DD 内 的 单 值 画 数 , 且 是 正 划 的 。 
狭 铝 希 勒 问题 可 用 下 迟 方 法 以 解 之 。 设 人 是 U(z,) 在 LL 上 
的 值 , 且 它 是 已 知 的 。 和 从 (2) 式 , 推 得 


Re{g*()} —u(D) — A ln |t— zr,|。 《3 ) 
单 值 丙 数 和 ~(2) 可 表 作 柯 西 型 积分 : 
pr 一 二 | Lae (4) 


以 求 之 , 而 设 密度 人 9) 是 实 画 数 。 重 复 前 节 的 讨论 ,我 们 洲 出 下 面 的 
积分 方程 


pi 的 一 于 | ME Es qo =2u(t) —2 Sdn|t—zsl, (5) 


可 能 牙 明 二 是 核 “号 必 ; 当 的 特 币值, 且 它 与 ”个 焰 性 无 并 的 特 徽 


数 因应 的 。 至 礁 傈 数 4i 是 由 从 (5 ) 的 右 端 要 和 它 的 共 罗 方程 的 特 微 
函数 是 正 交 的 导 个 条件 来 决定 。! 解 (5), 由 (4 ) 式 及 ( 2 ) 式 我 们 求 得 
狄 锐 希 勒 问题 的 解 。 

上 述 方法 在 实用 上 不 大 请 家 的 , 因 人 篇 导 个 方法 需要 计算 共 岂 q 方 程 
的 特 微 画 数 。 因此 我 们 将 痊 出 另 一 个 方法 , 在 过 方 法 中 克服 了 所 指出 
的 缺点 。 

用 elt,) 记 一 个 画 数 , 党 了 及 《 二 点 东 在 同一 个 曲 入 zx 的 内 部 
时 , 它 等 认 1; 在 其 他 任何 情况 它 等 放 规 。 以 下 面 的 方程 : 


pt) -| aks, ln)ao= 


=21(D) —2 3 ArIn|t— za (6) 
来 代替 方程 (5)。 
将 近 仙 方程 更 详 姑 地 高 作 芝 样 形式 :车 i 在 Lx 的 上 面 ,f=1,2,…， 
m%， 则 
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=2u(1) ~2 D4 ln |# —2;|, (7 
但 若 t 在 Lo 的 上面 , 草 
pp 及 一 地 | pb)do =2u(t) 2 Arlnlt zl (7 


”我 们 订 明 乱 葵 右 端 如 何方 程 (6) 有 了 唯一 解 。 篇 了 过 个 断 话 的 厂 立 ， 
只 须 恰 明 壮 次 方程 


(一 二 | ta, Oitar=0 (7) 


公有 需 解 jo( 引 三 0 就 钓 了 。 
设 wo 人 9) 是 方程 (7 ) 的 任 一 解 。 在 方程 ( 7 ) 中 ,把 核 是 ci 4) 的 入 
委 移 至 右 端 。 则 得 个 方程 具有 下 形式 : 


po( 们 一 元 | Sano(t)dr= 工 | polCdo, t€ Lr, bk>0, 


polt)— 2 pt)do =0, +E Loe 
引用 下 起 久 
元 | Mol€) do = Ox, h=1, 2,.., n; 
且 合 bo 一 0 。jpolt) 所 满足 的 方程 可 能 表 如 下 形式 : 
po( 有 一 二 | 2 tok)do 26s, (8 ) 


t€E Lr, k=0, 1, 2， “+ 
我 们 考 感 柯 西 型 积分 : 
_ Mo ) 
po(2 一 二 dt, 2zED, 
应 用 方程 (8 ) 且 重 槛 3 29 的 讨论 ,我 们 得 到 po(2) 在 曲 万 上 麻 满 足 
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的 关 傈 
Re{goll)} 一 和 《ET b=1, 2,.…, no 
因 所 是 常数 ,由 蕉 柯 西 - 黎 紧 方程 , 则 有 
Cos) = 9 ep -0 teL, 


画 数 po(z) 在 也 下 正则 的 | 它 的 纯 碟 部 分 在 六 内 是 调和 机 数 。 既 然 乒 
的 纺 碰 部 分 在 L 上 的 法 和 娘 微 商 等 太夫 , 由 礁 牛 曼 间 题 的 解 的 唯一 性 定 
理 , gu(o) 三 常数 。 因 得 个 醒 数 在 Lo。 上 交 乱 震 , 在 过 时 有 Retgu(z)} 三 0。 
得 样 一 来 , x==0, 且 po(z) =ia, 此 处 4 是 一 个 实 常 数 。 导 样 就 欠 出 下 
式 

pr dt=0, zED, 
由 此 推 得 , 在 每 一 曲 和 [上 Jo(L) 一 i 是 某 一 画 数 的 极限 值 ; 莹 个 本 
散在 抱 里 过 点 等 於 堵 ,而 在 与 DD 人 钨 公共 点 且 以 曲 绪 上 :篇 境 午 的 任何 区 
域内 是 正 划 的 。 浊 个 函数 的 纯 碟 部 分 是 一 个 常数 ,等 谎 a; 但 它 的 实 部 
分 也 是 常数 : 

Wo(L) = 0 二 常数 ，LE Lx 。 

因 当 z= co 肝 , uo(L) 一 ia 变 坊 雾 , 在 其 时 有 co=0 。 其 次 ， 


0=b= 训 |，Ko()fo= 恕 |, dao。 


从 而 有 cx=0, 因 之 jvolL)=0 。 现 在 从 弗 列 德 和 蒙 交 比 定理 , 推 知 优 论 
方程 ( 6 ) 的 右 端 如 何 它 有 解 , 且 此 解 是 哈 一 的 。 解 方程 (6 ) ,然后 我 们 
从 下 休 件 

| ADac=0 b=1, 2,…, "©, 
以 求 得 傈 数 4 。 认 是 方程 ( 6 ) 届 方程 ( 5 ) 是 相同 的 , 且 由 从 (4 ) 式 及 


@ 等 式 |，4(f)ar=0 杯 身 毒 示 关 从 4 的 非 这 丸 的 代数 机 性 方程。 它 常 有 解 , 因 
如 果 不 是 过 样 ,我 们 很 容易 确信 吝 次 狄 舰 沙 勒 问题 有 不 司 等 认 去 的 解 。 
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(2 ) 式 ,我 们 得 到 问题 的 解 。 
”转向 播 务 区 域 的 情况 。 设 区 域 了 是 % 个 闭 曲 贸 荆 ， Ls，…, 工 ,的 
外 面部 分 所 构成 (图 6)。 公 式 (2 ) 保持 有 效 , 但 
有 这 一 回 仅 须 傈 散 .4 适合 下 等 式 OD 网 

4 二 42 十 … 十 4,=0 。 (9) 上 
如 果 方 程 ( 9 ) 不 成 立 ,有 居 和 画 数 Re{p(z)}, 如 同 人 - 
ln |z| 之 | 涉 一 样 ,可 增 至 扰 密 大 ; 迁 样 连 背 了 调和 加 6 
画 数 的 定 永 。 如 同 § 29, go*(z) 不 能 表 过 需 柯 西 理 积 分 ,而 改 乱 


Ol nac。 (10) 


Dr jr fC—2 


车 样 我 们 引出 了 方程 
pO + pC Pao TE pct)do— 
-axD+2 袜 mnli-a。 (11) 


各 个 方程 有 "一 1 个 特 微 画 数 。 方 程 (11) 的 右 端 和 它 的 共 示 方程 
的 特征 画 数 篇 正 交 的 条 件 与 (9 ) 式 一 起 输出 n 个 方程 的 方程 组 。 从 芝 
个 方程 租 来 决定 傈 数 少 。 

需 了 钴 须 计 算 共 蜀 核 的 特 徽 夯 数 ,我 们 用 对 认 有 限 区 域 的 情况 同 
楼 多 待 。 用 5 5) 如 一 个 夯 数 ,车主 及 《 属於 同一 Lj,b=1,2,…,n 一 1 
旧 8， 0) 等 铃 1 而 在 其 他 任何 情 泥 它 等 於 雾 。 我 们 用 下 方程 : 


pOD+E|, OF EE Do Dar-i| pao= 
= —2u(D) 42 Arln|t—zl (19) 


以 代 志 方程 (11) ,或 更 适当 的 形式 : 车 i 在 Ls 上, b=1, 2, …, n 一 1， 
则 
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| cos(y, 7) -| y -二 | a 
p+E|, pe ar ti) pd) rao 


= — ut) -9 jln|t -zl, (181) 
二 1] 


nt) 十 了 | WC) Co 79do 一 元 | ， WL) do = 


=—2p(t)+2 2 dln|t—zil, (13,) 
人 


如 前 所 进 , 我 们 也 可 能 证 明 力 论 (12) 式 的 右 端 如 何 它 有 和 解 。 解 时 个 方 
程 , 但 需要 服从 下 面 的 条件 


| Wdo=0, b=1, 2，… ,n—1, (14) 


方程 (9 ) 及 方程 (14) 构 成 个 方程 的 煌 性 方程 组 ,由 革 个 方程 组 
我 们 求 得 保 数 4x 。 若 条 件 (14) 满足 ,其 方程 (11) 及 方程 (12) 是 相同 
的 。 温 样 求 得 的 夯 数 /CC) 引 潮 出 狄 钢 希 勒 问题 的 解 。 

$ 32. 可 然 的 狄 鲍 希 勒 问题 及 牛 曼 问题 ”我们 把 下 面 的 间 题 时 做 
变态 的 狄 锐 希 惑 问 题 : 求 在 槛 束 通 区 域内 租 正 则 的 解析 画 数 , 而 裔 它 
的 实 部 分 在 构成 吐 个 域 区 的 境界 的 每 一 曲 焰 上 除 差 一 常数 外 是 已 知 
的 。 

因此 所 需求 的 画 数 p(x) 在 境界 上 必须 满足 这样 的 条 件 : 若 t 在 曲 
千 Ls 上 , 则 

Re(p (1)} =f(t) + bx, (1) 

其 中 f() 是 已 知 夯 数 , 而 5 是 没有 决定 的 常数 。 演 些 常数 六 必须 从 
7(2) 在 区 域内 是 单 值 的 过 个 人 条件 决定 之 。 在 详 常 数 六 中 可 能 随意 固定 
一 个 ,大 是 其 饼 的 常数 是 唯一 决定 的 。 丛 了 证 明 芝 个 事实 , 设 它 的 反面 
成 立 。 固 定 一 个 54, 例如 bo, 且 设 wx(2) 及 ya(z) 是 在 区 域 也 内 篇 正则 
的 两 个 画 数 , 且 满足 下 方程 
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Retp1(1)} =f (2) +b, 
Re{p2(t)} =f(t) + Dr, 
於是 其 2(%) = 二 p1(z) 一 92《?) 在 DD 内 也 是 正 旧 的 , 且 它 的 宰 部 分 在 每 一 
曲 粮 Lx .上 等 於 常 数 如 一 pr 。 在 时 情况 ,有 
9Im(w(t))_ _ 9 Re(w(?)) -0 
Ov Sjoy ° 


bo= bo, A © 


因 wlz) 在 也 内 是 正则 的 , 则 Im(w(z)) 是 在 卫 内 的 调和 而 数 。 由 
於 牛 曼 问题 的 唯一 性 定理 , Im(w(z)) = 常数 。 闪 是 从 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 
推 知 ReCw(z))= 二 常数 。 但 在 Fo 上 上 ,有 Re(w) =0, 因 篇 =6。 和 从 而 
有 Re(w(z))=0, 因 之 以 = 避 。 根据 以 上 所 论 , 附带 地 说 明了 一 件 事 
实 ,就 是 克 能 的 狄 钢 希 勒 问题 的 解除 差 一 个 纯 虚 常数 外 是 唯一 决定 的 。 
前 饰 的 千 果 可 能 简单 地 用 来 解 变 郁 的 狄 鲍 希 勤 间 题 。 在 有 限 区 域 
的 情况 (图 5)， 我 们 窟 出 积分 方程 
pt) -| (als, pd 2), (2) 
按照 前 凶 所 人 述 , 秆 个 方程 有 解 , 且 它 的 解 是 唯一 的 。 解 秆 个 方程 。 现 在 
记 
bo=0, 和 = 二 | pdo, b=1, 2, ,no (3) 
五 Jr, . 
於是 若 t 在 Li 上 ,有 
pt) -| bdo=2fO) to], (4) 


现在 设 


000) = |, Hd C5) 


《4) 式 内 的 左 端 等 於 SRe{p(b) (参阅 8$ 29), 且 从 (4 ) 式 推 知 在 呈 内 篇 
正则 的 音 值 画 数 p(z) 满足 方程 (1), 因 之 2(2) 本 身 表 现 是 变态 的 狄 够 
和 希 怠 站 题 的 解 。 
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OOO 


在 钰 限 区 域 的 情况 , 如 果 解 出 积分 方程 
u(t) +=| (Rt, )) uedo— 


L 


-二 | pWao=—2f(t), (6) 
则 我 们 得 到 过 榜 情况 的 绝 刘 的 狄 匀 希 勒 问题 的 解 。 
此 外 我 们 识 
b= 训 | do 一 吉 |, wac， (7) 


於是 积分 (5 ) 答 出 变态 的 狄 铅 希 勤 问 题 光伏 无 限 区 域 的 解 。 

下 烈 一 速 串 问题 可 各 结 到 释 态 的 狄 够 希 勤 间 题 : 覆 迷 通 区 域 的 保 
角 了 映射 问题 ,空心 查 的 扭转 冰 题 , 流 稼 问题 以 及 其 他 许多 问题 。 所 庆生 
曼 关 题 也 可 中 和 结 到 得 个 同一 问题 。 

牛 曼 问题 的 构成 是 由 下 面 的 方式 : 求 在 一 区 域内 的 调和 罚 数 ,如 采 
遭 个 函数 在 境 欠 上 的 法 稼 微 商 是 已 知 的 。 

牛 曼 问题 有 解 的 必要 且 充 分 的 条件 是 


| Foac=o， 


其 中 了 CL) 是 需要 求 的 夯 数 的 已 知 法 粮 征 商 。 在 数学 物理 教程 中 已 于 
得 这个 良好 而 著名 命题 的 征明 。 
发 U(z,y) 是 需要 求 的 夯 数 , 且 f(C) 是 慎 个 面 数 在 境界 上 的 已 知 
法 入 币 商 。 其 次 , 设 V(zx,y) 是 U(z,9) 的 共 塌 画 数 , 且 YU20 一 5 十 中 。 
如 同 前 节 所 指出 的 ， 


P(2) -> Axrln(z—Z)+ 9p*(2), (8) 


其 中 p*(z) 是 单 值 画 数 。 革 一 回 集散 4x 是 已 知 的 : 


1 
A = | FU)do 
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座 是 问题 仿 足 千 到 和音 值 画 数 9 (2) 的 等 求 。 
不 元 找 出 对 蕉 g* (2) 的 兆 界 人 条件。 性 
p*(2)=U* 2 *, 
我 们 已 知 加 其 VU” 在 境 旬 上 上 的 法 哥 钴 商 : 


OPO) DA oe ~ p(t), (9) 
在 曲 铬 Ls 上 我 们 选取 任意 -点 友 。 锥 是 在 莉 曲 各 上 有 
天 =| F*Cdotbs, (10) 


其 中 b; 暂 裔 是 未 定常 数 。 画 数 ip*(z) 二 V* 一 i 是 以 (10) 篇 境界 休 
件 的 变态 的 狄 锥 希 勤 间 题 的 解 。 解 过 个 问题 ， 按照 前 面 的 证 明 我 们 押 
得 牛 曼 问 题 的 解 。 

$ 33. 入 必 的 于 全 在 村 的 捏 转 的 理论 中 ,只 须 探 取 话 
力 的 分 量 res 及 ro 轩 於 敌人 @。 宪 们 适合 下 方程 


OT yy OTys z 
本 十 Dy 0 , | (1) 


用 www, 轨 ， wz 记 作 汰 於 z 轴 ,yy 轴 及 > 地 的 弹性 位 移 的 分 量 。 和 从 堆 
死 斯 浅 则 ,可 能 引出 下 式 
Us=—0yz+a, Wu,=0r2+B, 一 0 。 (2) 
此 夏 0， a 及 上 是 常数 。7 六 拓 兴 入 失业 让、 其 灵 ， 再 从 填 
殉 斯 潜 则 ,我 们 得 到 : 
_ /us OUs _ 
z ro 人 OZ S / (2 9y), 
OU 1 DA OUs 
Ee ( Dz | By )=x( Dy +0%),。 
第 一 个 方程 光 基 7 求 徽 商 ,第 二 个 方程 狂人 其 2 求 徽 商 ， 然 后 相 减 , 我 们 
@@ ”我 俏 认 篇 * 轴 的 方向 哑 捍 的 母 籽 焉 行 。 


4 


(3) 
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得 到 : 
OTrs _ OTys _ 
Dy a 2u0, (4) 
bu 
hw 
__, /99 i 
Trs 一 p(B +0y), Tys po +0%)， (8) 


壮 样 的 re 及 Tys 可 满足 方程 ( 工 )。 将 它们 代入 方程 4) 我 们 求 得 
42=0 。 因 之 pgp(z, 9) 是 在 区 域 忆 内 的 一 个 调和 画 数 , 此 了 区域 岂 是 村 
与 下 面 (%, y) 的 相交 部 分 所 构成 。 
我 们 求 画 数 9 的 滤 界 人 条件。 在 侧面 上 , 因而 在 区 域 乙 的 境界 上 ,有 
下 面 的 等 式 
TYrzcog(2， 2) TF Tyco0s (vy, Y)=0, (6) 
其 中 vv 是 曲面 的 向 外 法 线 。 等 式 46 ) 表示 查 的 侧面 不 受 外 力 的 影响 。 
将 琢 巡 式 (6 ) 代 入 上 式 , 我 们 将 它 引 到 下 形式 


3 00 (py, 9) -oos (v,2)= —0Frcos(v,y)—Yy eos (2 0)] 。 
天 者 


d 以 
Cos (2 0) 一 一 c08(Gy2) 一 一 了， CoOs (2 1) 一 C0S (0,%) 一 了 


2 2 
由 此 推 得 < gorty) 
2 Oo 


(7 
对 oo 取 积分 ,最 后 得 到 :在 区 域 D 的 境界 上 上 ， 
= 一 地 0 Co2 二 0) 十， c 二 常数 。 (7) 


若 覃 是 实 苯 的 , 则 区 域 尺 蚌 单 速 通 的 。 常数 c 可 随意 地 规定 , 而 
图 散 p(x,Y) 是 有 渴 寞 休 件 (7 ) 的 狄 锐 希 勒 间 题 的 解 。 若 株 是 空心 的 ， 
则 区域 刀 是 揽 过 通 的 ， 且 知 数 e 在 构成 此 隔 域 的 境界 的 不 同 曲 狠 . 上 可 
有 不 同 的 值 。 


153 铁 织 希 勒 的 辣 且 儿 1 区 的 显 用 CR 第 一 事 ] 


现在 俯 明 在 空心 棵 的 情况 ,pC(2,y) 的 共 元 两 数 由 2 VD) 在 也 办 
是 音 值 的 。 由 於 柯 西 - 歼 受 方程 


9p op dp 旨 
ox 9y’ 9y DZ“ 


将 .22 ，32 代入 方程 (5), 得 到 : 


将 葡 式 与 ( 3 ) 式 比较 ,我 们 酒 到 册 = ws 十 4, 其 中 4 是 常数 。 但 心 是 
查 上 的 点 的 位 移 , 必须 是 音 值 的 。 由 此 推 知 VCz, y) 也 是 单 值 的 。 
现在 p(2, y) 显然 是 有 滤 界 条件 (7) 的 变态 的 狄 铝 希 勤 问题 的 解 ， 
证 注意 的 ， 较 方 便 一 些 的 不 是 p(x, y) 的 确定 而 是 确定 西数 
U(x, Y) = -9 y)， 得 个 函数 是 由 於 滤 界 条件 
了 十 到 十 久 十 e (8) 
所 确定 的 。 
$ 34. 正方 形 截 面 的 株 的 扭转 ”我 们 考虑 查 的 扭转 问题 ,这 侦查 在 
与 母 稼 平行 的 平面 上 的 截面 是 一 个 正方 形 。 坐 标 轴 的 安置 如 图 7 所 指 
示 的 。 篇 了 计算 简单 , 我 们 取 正 方形 的 这 长 等 礁 2 。 裔 § 33 中 (8 ) 式 
内 的 常数 oc' 等 於 雾 。 画 数 U0(2%, Y) 满足 注 界 人 条件 
U(x, =P。 
按 常 例 , 设 U(x, y)=Re({$(z)}, 且 
Zz) -| 人 
我 们 得 到 积分 方程 


pi 一 工 | pl Sao = Coty), (1) 


其 中 i 一 2 十 谍 是 正方 形 周 界 上 的 点 。 
在 周 界 的 四 个 角 点 其 , 核 -22se2 7 沟 需 揪 宽 大 , 因此 方程 (1 ) 不 
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pe, 


是 弗 列 德 和 蒙 型 的 。 然 而 可 媳 明 (大 天 [32] ) 弗 列 德 和 蒙 交 比 定理 此 处 
仍然 有 效 。 潮 诡 的 普 次 方程 公有 等 解 。 由 此 显示 出 方程 (1) 的 可 解 性 。 
将 方程 采 作 另 一 个 形式 ,六 於 数 值 计算 更 方便 些 ,也 就 是 (§ 29) 


C0s(Y, 7) go = 
da 一 dg， (2 
其 中 0 是 6 至 1 的 向 量 与 z 轴 的 交角 ,而 方程 (1 ) 探 取 下 形式 
wp 十 于 war=2G2+o。 (3) 
方程 (3 ) 将 由 8 7 的 方法 解 之 ,应 用 短 形 公式 以 计算 各 分 。 


我 们 在 正方 形 的 周 界 上 攀 取 16 个 点 ， 
在 图 7 中 记 以 数字 1, 2 8。 省 些 点 中 的 学 
栋 之 一 等 於 士 卫 而 另 一 坐标 必 等 蕉 数值 0， 
士 寺 ， 士 1 中 之 一 。 订 注意 的 , 由於 渴 办 条 
件 的 光 称 形式 , 划 Ab 在 关於 4% 轴 及 7 二 
洗 种 的 点 的 值 或 在 关 蕉 坐标 角 分 角 乏 洞 称 
的 点 的 值 是 彼此 相等 的 @ 。 各 样 一 来 , 在 

加 7 论 以 相同 数字 的 点 处, 1 的 值 基 相等 的 。 
@ 我 全 引出 道 个 命题 的 座 明 。 画 数 也 (y, z) 是 顺和 的 , 且 满 足 $33 中 同一 过 界 休 件 
(38) ,如 局 函数 了 4z， 2 一 样 的 。 但 其 时 吕 (y, x) wD (x, Y)。 其 次 ， 
U(y, 2)=Re{@(y+tiz)}= Re{G(is))}=Re{S(i2))。 


由 地 推出 , 多 (2) = 多 (1 闻 ,或 
Lf 0) ae lf 0 af, 


Email 


2A1 .JL fF— 2TY LI +ig 
在 第 二 精 牙 中 用 以 ' 以 千代 Y 。 在 上 平面 内 我 人 得 到 同一 境界 工 , 但 所 沿 的 方向 是 相 友 
的 。 收 才 所 洛 的 方 商 及 重 分 符号 ,我 个 得 到 (在 ” 记号 上 去 朱 撤 屿 ) : 


Or 1 At 这) ， 
2X4 Jr 一 2 (= 1 Lt- Ro 


但 解析 机 数 用 具有 寓 密 广 的 柯 西 型 积分 的 形式 的 表 沁 式 是 唯一 的 。 由 此 推 知 J(t) 二 nu( 江 )， 
也 就 是 酚 数 x(?) 在 天 大 第 一 条 眼角 的 妇 角 糠 对 称 的 点 处 取 同一 信 。 在 其 他 情况 的 w(t) 的 
对 称 性 有 与 上 相似 的 侠 明 。 
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re ee lod 
es 一 一 


因此 wb) 仅 在 =1, 所 一 1 训 罗 加 开 45 三 个 点 虑 有 不 同 的 值 。 训 


HK 人 一 Ha ui 人 (1 十 误 让 =Ha， HAI 十 蕊 一 Na 。 (C4) 
用 年 形 公 式 以 蔡 代 (3 ) 式 中 的 积分 ,得 到 : 
pb) +E pt) A0i(D) =21t|?, (5) 


此 处 用 妇 琢 示 我 们 所 慰 择 的 庄 点 ,而 用 40x) 表示 妇 及 机 41 雨点 与 点 
t 相 巡 的 两 狠 段 关 的 来 角 。 在 (8 ) 中 , 分 1= 石 , 如, ts, 我 们 得 到 有 三 个 
未 知 数 上 ay， Ha Ls 的 方程 组 : 
了 .2483j0 二 0.50001a 十 0.2658 ws =2.000, 
0.1992 .+ 1.4278 +0.8784 1s= 2.500, ( 6) 
0.1296 m1+0.2508 2+ 1.1239 ;= 4.000, 
4dx() 的 值 可 很 简单 地 由 图 形 决 定之 ; 组 成 ( 6 ) 式 中 各 方程 是 由 
於 在 图 中 有 同一 数字 的 点 不 上 GD) 有 同一 和 值 。 
解 方 程 组 (6 ) ,我 们 得 到 : 
Wi=0.60, Ls=0.80， w=3.82, (7) 
在 正方 形 的 每 一 小 上 光 蕉 画 数 w 用 插入 法 。 由 於 的 圣 称 性 , 在 
平行 蕉 x 加 的 渡 上 区 的 播 和 多项式 的 形式 可 能 是 cot 十 8z2? 十 ce 。 而 在 
其 他 的 两 温 上 ,我 们 显然 得 到 傈 数 相同 的 插 大 多项式 cy4+8%2- 上 ee。 讨 
算 傈 数 , 我 们 求 得 : a 二 2. 56,0=0.16, c=0.60, 因 之 有 
AZ 十 2 一 2.5624 二 0.16z2 十 0.60， 
ML 士 I 十 2) 一 2.56y4 十 0.16y2 十 0.60 。 
既 知 KC 蕊 ， 不 闪 放 算 五 (2 ， 因 而 可 求 得 应 力 分 量 To 及 Ty 。 
$ 鸭 . 流 称 问题 ”平面 的 流 线 关 题 是 沁 定 在 平行 求 面 上 流动 的 束 
度 场 ,在 过 流动 的 行程 中 遇 有 一 个 或 多 个 , 固定 的 或 以 已 知 方 式 违 动 着 
的 刚体 。 在 揪 守 束 处 的 流动 速度 是 设 篇 已 知 的 。 
若 我 们 从 事 认 理想 的 不 可 历久 的 液 钵 的 流动 势 的 考 完 , 则 问题 就 


(8) 
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馆 千 到 按 已 痊 出 的 小 界 休 件 的 一 个 补 妆 画 数 
OPTICROELLCHE (1) 
的 确定 ,其 中 p 是 速度 势 ,水 是 流动 夯 数 。 使 * 轴 和 与 插 窗 带 处 的 速度 在 
行 ; 用 符号 T 者 示 得 速度 的 数值 。 凤 滤 界 条件 取得 下 面 的 式 傍 : 
(a) 在 幼 宕 速 处 


limfp(z, 殷 一 0 可 一 O， (2) 
《0) 在 流 称 型 物体 的 渡 界 上 
y=Uoy—Vor— (+) + 0 (8) 


其 中 Uo 及 Vo 是 流 粮 型 几 朵 的 前 进 运 动 的 速度 分 别 在 ” 轴 与 y 轴 上 上 
投影 ，Q 是 它 的 转动 的 角速度 。C 与 0 的 数值 是 恒定 不 构 的 。 若 有 
多 个 流 糠 型 物体 , 划 在 每 个 泪 界 上 常数 0' 取 其 不 同 的 数值 

如 公式 (3) 所 明示 ,波动 夯 数 Wz;, 9) 是 单 值 的 ; 关於 速度 势 g(x, 9 
的 , 则 若 流动 所 估 据 的 区 域 是 单 束 通 的 , 换 车 之, 若 流 动 仅 流 过 一 个 物 
隆 , 它 将 是 单 值 的 。 在 芒 光 多 个 物体 的 情况 中 , 一 般 地 说 , 导 滞 度 夯 将 
是 多 值 的 。 


rz=| wdz 十 idg -| do 《4 


的 数值 叫 穆 境界 了 的 环流 @ , 式 中 ww 及 以 是 流动 速度 的 分 速度 。 若 
缘 婉 入 1, L,, ”” L, 的 环流 等 於 fi, Ts, ， I 期 


wu 一 Ts 十 袜 2 ,ln(z 一 2 a*(2), (5) 


2 
其 中 w*(z) 在 流动 画 数 的 区 域 中 是 正则 的 和 四 值 的 。 在 流 粮 型 物体 的 
漫 从 上 WwW 2 满足 如 下 的 人 条件 : 


多 ” 奉 看 ,例如 , H. 卫 . Rod H. A. Enoerns 及 可 ,了 Po30, 理 诅 流体 力 涓 (TocroxH3Aa7， 
1948) 的 第 二 部 分 ,或 JL 开 . Cenos, 称 杰 数 卫 数 理 芥 在 茶 些 平面 的 流体 动力 党 间 是 上 的 砍 用 ， 
数学 科学 成 就 ,第 VI 期 , 1939 。 
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人 


人 在 上 Lx 上 Im{w*(z)}= (Uor~U)y— 
(6) 


一 三 o2 一 人 《22 十 2) 一 > Tx In|z—2x| 十 CN 。 
2 k=1 2 


在 公式 (5 ) 及 (6) 中 x 代表 Lk 台面 任意 固定 的 一 点 。 Uot, Vox, 0 
及 Cx 代表 属 认 境界 Li 的 Uo， Vo, 9, 0 的 数值 。 现 在 可 能 的 是 作答 
具有 兆 界 条 件 ( 6 ) 的 变态 的 狄 鲍 希 勒 问题 的 解 以 求 得 醒 数 工 w* (z )。 
例如 ,依照 § 32 的 方法 , 解 此 问题 , 便 已 求 得 流动 中 的 速度 场 。 

4 36. 迁 两 椭 图 柱 体 的 流动 ”党 作 一 个 例子 来 看 , 趟 考 天 从 流动 经 
过 位 置 如 图 8 所 示 的 企 轴 长 乱 4 及 
b 的 十 相同 椰 赔 柱 的 问题 。 篇 计算 
的 简便 起 见 坝 流动 是 不 合 有 环流 
的 ， 且 相国 柱 是 固定 不 动 的 。 又 设 
在 鳞 靖 束 契 的 流动 速度 等 从 0， 且 加 8 
其 方向 是 依照 = 轴 的 。$ 35 的 公式 (5) 取 得 如 下 式 楼 

wz2)= Uz+w*(z), (1) 

轿 数 w(z) 一 子 w*(z) 的 亡 界 条件 将 是 : 

在 LL 上 Refto())}= 一 0y 一 Cu b=1,2。 (2) 

设 


oD) = | KY。 (3) 
依照 § 32, 我 们 得 到 下 面 一 个 /CC) 的 积分 方程 : 
pC +E), pO (+0, 6))ao =20y, (4) 
在 芝 宴 我 们 粉 5(i, 5) 的 定 叉 是 : 
5G, Edo = dr, (51) 


其 中 7 是 确定 椭 图 点 的 位 置 的 参数 , 若 寺 及 “是 在 同一 椭圆 上 ; 若 t 及 
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6 不 在 同一 椭 图 .上 有 时光 》 


tc)do=0 。 (Bs) 
就 计算 核 8 ez72。 引 出 酉 图 荆 的 参数 方程 ; 


一 Q 十 G 十 C eost, y=b slnt, 


及 椭圆 上 的 : 


4 一 一 0 一 4 二 acost y=0 snt., 


若 硅 及“ 两 点 是 在 同一 椭圆 上 , 则 重复 $ 5 的 计算 我 们 求 得 


costy, COs (Vv,7) 7 __56b. CT _@o—b 
2a 1 sg2C082 77 G 
若 t 是 在 Li 上 ,而 4 是 在 局 上 , 则 
COs(,7) yo = 
7 


b| (ata) Cos T+ asIin’ 3 |ar 


,aati 2 alTiT 
2| (二 oa) + (at+a) (cost— cos7T) to sin 5 (1 6 C08 2 )] 


最 鳄 , 若 ! 是 在 瑟 上 ,而 “是 在 六 上 , 划 
Co8 (2,7) 77- 


7 


b| Ca++a) 2- 


pp 


以 10 及 jb 代表 p(t) 在 境界 及 上 Ls. 上 的 数值 。 方 程 (和 4) 可 由 
以 pa 及 jw(t) 篇 未 知 的 一 组 方程 所 表示 : 


@ 我 们 在 渤 责 富 出 的 积分 方程 (4 ) 及 函数 DC [) 比 起 $$§ 31 及 32 让 的 趴 有 不 同 , 坦 
习作 了 篇 的 是 使 神算 简便 ,向 题 的 性 质 章 不 出 此 改 炙 。 
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2 7 一 
on (7 COST— Sin?” >) Mol TdT 


OE i 
2a .0 y ++y(C08t— 0087T)+ sin? “(1—e cos2 TT) 


pe 
+ 二 | MaCT)dTr 一 | — Ker ~—20U sint 3 (61) 
0 “VT. 0 1 — e20082 记 


mo 一 -二 | 玉 ) ma 人 edr 


2cx Jo 72 二 7y(ceos 了 一 08ST ) 十 Sin2 二 8 too HT) 


0 | 一 | M2(T)AT=20U Sin ts, (6,) 
TJ0 1—e?008’™ 3 7 


篇 箭 短 起 见 我 们 在 过 囊 用 了 符号 


y= ata 
a 0 


显然 ， 
?> 工 。 
将 核 分 解 成 富里 耶 角 数 赣 保 留 有 限 项 数 ,我 们 使 方程 粗 ( 6 ) 购 成 退化 ， 
解 它 已 是 不 闪 了 。 
我 们 在 温 训 坛 较 群 区 地 分 析 当 y 是 足 级 大， 印 当 两 流 粮 型 的 顶 回 
阅 的 距 钦 比 起 它们 的 大 小 说 是 很 大 时 的 情况 。 在 各 情 况 中 , 保留 含有 
及 六 的 各 项 ,我 们 能 近似 地 规 


. ot—Tt 
Y COST— Sin’ -可 


入 十 y(Ccos 了 一 c0g T) 十 Sin2 一 一 :一 (1 82c0s2 可 


一 087 , 6¢08 27 cos CE 二 7 
一 23 


| 
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,tC—7 
YeosTi sin’ 可 


a ot 
y+y(c0st—ocosT)+sin 可 (1 £” COS 5 ) 
_ C037 C0825 | C0s (t+7) 
Yy 2y2 2y2 心 
再 者 ,如 已 在 8 5 中 建立 了 的 ， 
1 


1— 8 cos t+ 
2 


-4 [|1+23 二 ) (cos ht cos pT— sin bt sin br) |。 


现在 方程 组 (6 ) 可 写成 下 面 式样 : 


+b 


1 be 
L(t )—— 人 > (ey) | eos nx| Wi(T) cos8TdT 一 


k=1 


2 ， pb 志 
— sin 时 | Wi(T) Sin Er dr | 十 | Wa(T) COST GT 十 


ox 
| “Walt) co0g 27 dT— COS 中 Was(T) C09 T dT+ 


b 
4ay 


gin 中 Hea(T) SinToar 一 20U sint; 


b 
下 day x 
b 


一 


| > ( 5 [oogh 1rd 
pa ) 一 二 袜 0 区 | Wi1(T) cos kr dt— 


. ™ . bp [2 
— Sin a| Ha(T) Sin pt dr | -| Wi(T) coST (了 十 


_ | Lb | 
十 J Wi(T) COs 2TAT 村 — COS+ , Wi(T)CogT AT : 


下 


bp . 人 四 
rp sint Wi1(7T) Sn T dTt=20U sint 。 


将 jw(t) 及 me 分 解 成 富里 耶 级 数 : 
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1 人 (人 一 40) 十 > A coshtt Besin bt, 
天 = 
at) = AP) + > df2lcog ht BE2) sin bs » 
k= 


出 
A9 ) 十 > (A cos ht BO sin 他) 一 


oo C 已 六 ， 
一 2 ) (CAF cos bt— BY) sin Fe) + 


bAY | bAY’ bA®) DBi2， 
2ay 1 day* 4day’ C0 1™ day’” 


sin t= 20U sint, 


~ (8) 
Ay)+ 包 (A eos ht BY sin bt) 一 


一 3 (3 >) (Ay ?eos bt— BE sin bt) — 


x 二 1 
bAiY? 656A bad) b BY 
Day + Iar a Cost 一 oy sin t=20U sint, 


在 ( 8 ) 中 比较 左右 两 滤 的 宇 里 耶 傈 数 ， 我们 求知 仅 傈 数 B 外 及 B 名 不 
是 雪 , 写 们 由 下 面 方 程 所 礁 定 : 


Ba 14+- py B® =—2bU, 


Tapy )- 二 


BD+ (1+ -Es) B=20U 


aty) 


(1) _. Pp(2) Bob ot OY TU 
由 此 bi 一 六 8a2y2— ba 6) 


所 以 


5b 
day”* 


M1(t) = Walt) = ke o 《9 ) 


现在 于 or 一 直人 w+ 二 | Da, 


TY jr C—2 ,CZ 
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i bp)y*U 1 nr as sin rtibe co8 3 TdT J 


x 加 UU\ UT 和 


本 ind 一 CSDIT 十 20cosT)QT 罗 (10) 
0 —(at+oa)-tacost tib sn To— 2)° 


试 计算 (10) 中 的 积分 。 在 第 一 个 积分 吉 标 记 z 一 (aa) =z', 在 第 
二 个 各 ?十 十 wa=2 ,我们 钨 得 积分 


2 
smnz( 一 SinT 十 0 cosT) 
7T(z) 一 5 Q&c08T 十 203SIT 一 人 ds 


设 6' T=0 o 则 
1 (ce 十 5)o2 一 (ga 一 有 ， 
iQ? /7 | | (cc 十 0 )c2 一 22'o- 二 CC 一 六 do 


1 | (a+6)0o*— (a—Db) 94 7, 


29xri 由- (a+b)o— 92 ga—b o3 


在 中 被 积 夯 数 的 分 母 的 根 是 
2 十 /AZ12 一 63 J 2' 22 63 

5 十 0 2 ob ° 
村 抱 限 大 正 的 z 所 稳 是 正 的 那个 根 的 值 。 卓 重 补 § 30 中 的 考究 ( 见 第 
147 页 上 的 底 诗 ), 我 们 求 得 一 个 根 os 是 在 图 图 |o| < 工 的 彭 面 。 现 在 
不 府 求 得 


U1 二 


I Z!'— V2'2— 602 
"2at6) ° 


由 完全 相同 办 法 求 得 


2 一 人 /zz123- 一 2 
T=— > 


2i(a—b) “ 
所 以 I(2)= py —™ 22— 62), 
最 稚 


1 8a*by*U 7 
oO 


一 以 (2 十 5 十 aj2 一 63) (1) 
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及 


-- 8g by U Tra 
Wz) = Uz pra -To ap pa BT (22—~\V (2—a—a)?—¢ 


—MV(z+ata)— ec?), (12) 
若 在 公式 (12) 中 设 2 一 2 一 0 一 x 的 数值 固定 东 使 < 趋向 扰 笋 大 ,出 
结果 得 已 知 的 相当 长 流 过 一 个 椭圆 柱 的 复 势 的 式 子 : 


wz') =Uz!+ 人 (2! 一 人 22 一 53)。 


在 较 大 的 a 时 第 二 个 柱 的 存在 使 第 一 个 柱 附近 各 点 的 速度 改名 量 的 极 
是 7 

$37. 槛 连通 区 域 的 保 角 映射 

(a) 亿 速 通 区 域 继 乱 圆 环 的 保 角 映射 。 

考究 在 窗 构 数 z 的 平面 上 一 个 篇 外 泪 曲 糠 Fo 及 训 渡 曲 尹 五 | 所 

限定 的 更 状 区 域 D。 试 建立 下 面 一 个 问题 :把 区 域 D 上 映射 到 RR<fw<1 
的 圆 环 上 , 遭 映 射 使 曲 灼 篇 图 周 |w| 1, 曲 粮 工 焰 篇 图 周 |w|= ER。 
我 们 假定 曲 尹 Lo 及 二 是 平滑 的 ,具有 如 入 的 曲率 。 

贰 z 平面 的 坐标 原点 蕉 三 的 训 面 。 用 工 卖 筷 区 域 也 的 境界 。 显 
然 , 了 篇 依 反 肝 对 方向 环 过 的 曲 籽 7 奥 依 顺 时 人 方向 并 过 的 曲 才 Li 
所 租 成 。 

蚂 射 夯 数 vv 一 ofkz) 在 DD 中 纸 不 杰 篇 寺 , 也 不 杰 篇 和 穹 大 , 故 西数 
nw(z) 二 Inw 在 也 中 没有 奇 点 。 依 正方 向 绕 曲 稼 行 一 过 包 的 幅 角 
增 大 了 2x, 因 乱 浇 样 使 w 也 依 正 方向 描 行 图 周 |w| =1。 由 此 知 依 正 
方向 简 曲 入 bo 行 一 明 mm w(x) 得 到 了 2mi 的 增加 ,让 知 丽 数 


pz)=In 2 


在 DD 中 是 正则 的 。 不 内 求 得 9(z) 所 满足 的 浪 界 条件 。 若 i€ 世 , 盎 
io) = 二 若 又 给 Te 刚 |o 的 | = 六 。 因 此 
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一 有 | t€L 

Be 全 六 GE 了， (1) 
者 答 予 任意 数值 逆 建 立 符合 条件 (1 ) 的 调和 夯 数 , 划 它 的 共 殉 两 数 
一 般 地 说 将 不 是 在 DD 中 单 值 的 。 所 以 B 必须 接受 下 一 要 求 : 篇 条件 
(1 ) 所 决定 的 解析 画 数 2(2) 在 了 中 须 是 正则 的 。 迁 样 ，p(2z) 实现 出 
是 沟 态 的 狄 鲁 希 勤 间 题 的 解 ,， p(z) 的 确定 可 以 利用 8 32 的 方法 。 

解 具有 休 件 (1 7) 的 购 龙 的 狄 锐 希 勤 问 题 , 我 们 和 给予 已 某 个 单一 的 
数值 。 说 所 得 间 一 数值 是 小 於 一 ; 试 腑 明 避 时 函数 w=w(z) 一 ze? 便 
丑 现 区 域 D 多 到 二 iw| 过 1 的 环 上 的 保 角 映射 。 因 篇 画 数 ze* 中 在 如 
中 是 正 划 的 , 踪 要 证 明 Lo 及 Li 映射 到 与 之 汶 应 的 图 周 上 是 相互 单 值 
的 就 约 了 。 

符 2EGZo, 则 Rep(2)}= 一 媚 |z|， 所 以 jz = 在 。 再 者 ，arg 2 一 
argz 十 Im{p(z)}。 沼 z 描 出 于 合 的 曲 针 Lo 上 时, 在 D 中 性 和 的 本 数 
Im{9(z)}) 回 到 原来 的 数值 , 而 argz 增加 了 2x 。 但 时 时 argw 也 培 加 
了 2%, 且 ww 点 接 出 闭合 的 图 周 |w| =1。 馈 下 要 情 明 的 是 在 站 图 周 .上 
的 各 点 是 与 曲 乏 L。 上 的 各 点 相互 日 值 地 相 湖 详 。 篇 此 , 窟 要 证 明 在 
w=1 时 , arg ww 是 曲 乡 的 强攻 o 的 增 画 数 就 多 了 。 

在 司 中 调和 的 画 数 In|2w(z)| 是 在 Lo 上 等 於 震 ,在 上 1 上 等 於 In RR 
<0。 佐 昭 调和 男 获 的 权 大 值 及 权 小 值 定理 ,在 D 的 右面 mn | oz) <0。 


但 是 慎 训 在 Lo 上 也 上 上 2 外 >>0 (w 是 Zo 的 向 外 法 称 )。 再 者 ， 由 柯 
西 - 黎 受 方程 知 在 Lo 上 
9arg wz) _ 9Inlw(z)| 
0 57 0， (2) 


因此 argw 是 o 的 不 减 画 数 。 现 在 分 纪 及 2 两 点 相应 於 噬 长 ol 及 缀 
长 02, 在 得 下 cl<os, 焉 识 arg w(z1) 一 arg w (zo)。 剧 


0=arg @(%2) —argw(2) -| AB (2) go , 
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由 惟 不 等 式 42 ) ,在 曲 狠 J 的 蝗 入 01 二 oa 三 gs。 上 先 有 28 22) =0 


及 arg w (2) 三 a= 常数 。 礁 是 在 避 蛛 入 上 nw(z) = ma 十 
十 ?arg wz) 一 2aj; 降 然 在 某 个 噬 各 上 上 是 常数 ,解析 画 数 jn wo(z) 也 性 等 
於 半 一 常数 。 因 此 
9(2)=Ino(2)—1In|z|=ia—In|z|, 

下 9(z) 在 D 中 不 是 正 划 的 ,得 是 错 的 ,， 因 篇 由 建立 遭 本数 的 方法 题 然 
看 出 各 点 。 得 榜 , 我 们 知 必须 有 arg w(z1) <arg wo(s)， 因 此 曲 绿 Lo 在 
圆周 ivw| = 工 上 的 肌 射 的 相互 单 值 获得 建立 。 

类 似 地 可 以 证 明 Li 是 相互 单 值 地 映射 到 图 周 |w|=RO_ 上 。 

现在 试 及 明 由 多 态 的 狄 铅 希 勒 问 题 的 解 所 确定 的 的 数值 事实 上 
是 小 於 一 。 裔 想 反 面 是 效 的 。 如 同 以 前 我 们 证 明 7Zo 是 被 画 数 w= wz) 
相互 单 值 地 上 映 射 到 故 周 |w| = 二 1 上 , 但 过 次 In R>0， 且 在 D 的 右面 
In|w(z)|>>0。 重 槛 以 前 的 考 守 ,我 们 求 得 

2g (2) <0, z€ Lo, 


党 Z。 是 依 反 时 双方 向 弹 行 时 , 圆周 |w| =1 是 依 顺 时 针 方 行 悉 行 的 。 
过 与 蝇 标 黎 行 时 arg w=argz 十 JIm{gp(z)) 增加 2m 的 事实 相 予 盾 。 

由 以 上 所 讲 知 健 存 在 着 一 个 玉 的 数值 , 由 於 它 已 给 的 雨 不 退化 的 
曲 巡 所 限定 的 色 通 区 域 能 映射 到 过 |w| <1 的 环 上 。 

(6) 补 连通 的 敬 域 萄 篇 有 直 和 如 零 段 的 平面 的 保 角 映射 。 

人 具有 连续 曲率 的 有 团 合 
曲 绿 bo, 二 ，… ,上 所 图 限 的 rn 十 才 回 通 有 限 区 域 DD 映射 到 一 个 代表 
具有 奥 此 归 由 下行 的 直 穆 截 股 的 平面 的 : 域 D1 上 上 。 介 区 域 卫 基 位 於 
2 平面 上 , 胎 域 心 着 在 Ww 人 下面 上 。 储 坐 标 原 点 2 一 0 套 也 的 要 面 兹 使 


@。 昼 在 能 姓 明 (2 ) 中 的 等 钱 不 在 在 ， 事 富 上 ， 在 四 maEZ 则 全 3 Zaj| -0。 图 


此 ,显然 ， |, =0; 由 此 容易 推 得 w/ (2) =0, 过 是 不 可 能 的 , 因 需 曲 钢 Lo 是 于 涪 
的 。 
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已 变 虚 mm0= co 别 i。 所 求 有 映射 夯 数 的 式样 是 
w= 二 (2)) (3) 


其 中 pe 在 万 中 是 正 划 的 。 适当 地 遗 择 w 平面 中 的 坐标 原 是 ,我 们 
将 得 到 昌 铬 /, 炎 明 来 的 多 段 将 是 位 从 虚 轴 上 。 用 夺 表 记 曲 铬 到 变温 
来 的 狠 眉 的 模 坐 标 。 则 g(z) 符合 下 面 的 海 错 条件 : 


i€ Li, Re{g(t)} = —Re(=)+6, 5 一 0 , (C4) 


得 榜 ,2(2) 是 杰 态 的 狄 答 希 蔓 问题 的 解 。 解 此 问题 ,我 们 求 得 砂 数 9p 以 )， 
根据 它 我 们 中 一 地 重 得 模 坐 标 5。 洛 我 们 任意 地 固定 在 权能 的 狄 锐 希 
翰 辐 题 的 解 中 的 瘾 虚数 营 数 部 分 , 央 全 然 同 样 地 我 们 哎 趴 一 地 求 得 Di 
的 小 入 的 各 狠 段 的 极端 点 的 弧 坐 标 。 

余下 耻 苹 的 是 画 数 (3 ) 是 单 革 的 @。 首 先 , 它 在 z=0 点 附近 是 音 
革 的 , 因 乱 在 那 时 对 : 设 方 程 ( 3 ) 是 能 多 和 音 值 地 解 出 的 。 现在 兮 zo 是 
o(z) 是 单 革 的 各 点 中 的 一 点 , 芷 全 o(zo) = wo 。 试 考 宪 积分 

1(w)= 27r4? pa ee 
其 中 工 是 区 域 D 的 境界 , w 是 区 域 D 的 任 一 点 。 

等 雁 在 了 的 丑 面 购 画 数 wz) 一 ww 的 圾 点 个 数 导 极 点 个 数 的 差 值 的 
积分 1(w) 是 一 个 整数 。 党 双 在 Di 右 炎 时, I(w) 保持 是 一 个 比 的 如 
炽 画 数 。 钙 然 是 整数 ,7(w) 是 一 个 常数 的 数值 。 但 是 因 篇 0(2) 一 wp 
在 DD 吕 有 一 个 极点 z=0 及 一 个 零点 z=z0,T(wo)=0。 由 此 知 若 ww€ Dy 
朋 IQw) 三 0。 在 人 DD 吉 丁 数 w(z) 一 ww 仅 有 一 个 一 级 极点 z=0， 且 因 篇 
划 2) 一 0, 老 公公 属於 区 域 D1, 避 在 区 域 D 中 ww(z) 一 w 恰 有 一 个 老 黑 。 

类 似 地 也 能 考 完 某 些 别 种 的 复 速 通 区 域 的 保 角 映 射 。 复 速 通 区 域 

人 下面 所 有 进 的 长 明 是 我 们 引 自 M. B. Kerranma 的 答 放 “得 右 通 区 域 释 篇 标准 区 域 的 
保 角 映射 ”, 数 学 科学 成 就 ,第 VI 期 , 1939 。 
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网 到 篇 同心 四周 弧 所 吉成 或 雹 称 通 同 一 点 的 各 入 英 所 被 成 的 平面 上 的 
保 角 喘 墓 问 题 便 容易 地 适 样 铝 结 到 杰 熊 的 狄 钢 希 惑 问题 。 

$ 38， 在 室 问 中 的 狄 锐 希 勒 辣 题 与 牛 曼 问 题 “人 答 了 简单 起 见 试 限 
於 考 帘 得 样 有 限 或 钛 限 的 区 域 , 它 的 兆 界 是 于 合 的 平滑 的 曲面 8, 它 符 
合 所 衣 乐 亚 普 灿 夫 CJIanynos) 条件: | 

(1 ) 在 曲面 8 的 雨点 M 及 Mi 不 的 法 牺 间 的 角度 8 符合 不 等 式 

Vd<Ar*, 0<a<l, 

其 中 4 及 “是 常数 ,了 是 2 与 Wi 间 的 距 衣 。 

(2 ) 鞍 样 地 存在 着 一 个 常数 9> 0, 每 一 个 与 由 用 点 引出 的 5 的 法 
稼 相 平行 的 直 粮 与 曲面 S 在 以 用 篇 中 心 6 篇 征 笃 的 球 喜 面 的 部 分 相 
交 不 多 於 一 次 。 

积分 


FGOD= 去 | pM ) 2, (1) 


a 
WM) = | Go dS (2) 


如 已 .知道 的 ,分 别称 篇 单 层 势 与 偶 层 妆 ; pCM) 与 oC 了) 叶 相 应 各 势 的 
密度 。 在 公式 (1 ) 及 (2 ) 中 ,7 是 用 与 和 并 的 距 歼 ,其 M1 需 曲 面 8 
的 一 点 ，M 篇 8 的 喜 面 或 外 面 的 一 点 ; 是 8 的 向 外 法 铬 ,由 M1 点 
引出 者 ; 481 是 曲面 8 的 面 元 。 

下 面 的 提 述 是 正确 的 @ ( 设 密 上 度 pCM1) 及 oCM1) 是 连续 的 ): 

(1 ) 单 层 势 与 偶 层 势 都 是 在 S 的 内 部 和 外 部 的 铀 和 夯 数 。 

(2 ) 单 层 势 在 所 有 空间 中 都 是 连续 的 。 

(3 ) 若 v 表 记 在 点 处 8 的 向 外 法 稳 , 指 标 i 和 与 e 分 别 指 在 曲面 
8 的 训 面 与 外 面 的 势 的 数值 ， 妈 在 曲面 8 上 单 层 势 的 法 穆 征 商 的 数值 


O@ 湖 堵 , 便 如 ,[12]。 
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乱 下 面 两 公式 所 仆 定 : 
MD pM + | CD aS, (3) 
2 ons] A i 
《4 ) 在 曲面 8 上 偶 层 势 的 极限 值 乱 下 面 两 公式 所 聊 定 : 
WAM = 本 cCOD) 二 二 | CD rds, (5) 


WM) =—30(M) + | ,MD) Sa, 、 (6) 


在 公式 ( 3 ) 到 (6 ) 中 7 的 方向 是 由 Mi 到 伐 ，。 
(5 ) 偶 层 妆 的 法 娘 微 商 由 右面 过 来 或 由 外 面 过 来 在 S 上 取得 同一 
的 数值 。 
也 能 性 明 的 是 若 民 及 M1 是 在 曲面 5. 上 上 , 旭 ( 见 昌 9] ) 
| < ce 1 | < CO (7) 


2 2 m2—% ? 


C = 常数 , a 是 乐 亚 普 畏 夫人 条 件 中 涉及 的 常数 。 

斌 考究 在 的 眉 面 的 一 个 区 域 D 的 狄 铅 希 萄 问题 。 斌 用 fCWU) 琢 
蕊 未 知 的 兰 和 西数 开 在 S 上 已 葵 出 的 数值 。 所 求 的 画 散 W 将 是 具有 
不 知 的 密度 oc( 朋 ) 的 偶 层 势 的 式样 。 利用 公式 (5 ) ,我 们 便 得 到 遗 侦 
不 知 密度 的 积分 方程 


oD + oN) a9 = 2f(M). (8) 


不 等 式 ( 7 ) 中 的 第 二 个 示 出 方程 (8 ) 的 核 有 能 奇 点 。 棚 据 8 10 中 的 司 
明 , 弗 列 德 和 荣 的 理论 可 以 诡 用 礁 导 个 方程 。 试 证明 方程 (8 ) 是 可 解 
的 。 依 照 弗 列 德 和 荣 的 交 上 比 定理 , 考 完 兹 次 方程 


oo CM) + |, oo Mi) S48 =0, (9) 
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从 注 方 程 鞭 从 公式 (5 ) 得 出 偶 悄 煞 
: 1 
WM)= -| oo(M ) 7 ag 
0 rs a 


在 S 上 从 豪 面 光 来 的 极限 值 等 於 寺 , 式 中 oo( 及 ) 是 方程 (9 ) 的 解 。 根 
皖 狄 镁 希 勤 问题 的 解 的 唯一 性 定理 ,在 DD 的 训 面 Wo( 寻 ) 三 0。 但 泪 胖 


0。 再 者 ,由 办 性 质 ( 5 )， 


y 


oW ,, 9W or 一 人 
Ov OV ° 


根据 牛 曼 问题 的 解 的 唯一 性 定理 , Wo( 必 ) = 常数 , 且 因 息 在 扰 基 下 不 
顷 然 V0。 二 0, 风 太 ov 人 UN)=0。 现 在 , 等 式 (5 ) 及 (6 ) 相 减 , 我 们 求 得 
oo M)=Wo(M)—WoM)=0, 

得 榜 , 桨 次 方程 (9 ) 公 有 一 恒 等 谎 雾 的 解 , 所 以 方程 (8 ) 是 可 解 的 。 解 

了 它 刘 把 解 代入 (2 ) 中 ,我 们 得 到 我 们 的 狄 金 希 勒 问题 的 解 。 
若 我 们 考察 在 S 外 面 的 区 域 忆 的 狄 钢 希 勤 问题 , 引 与 以 前 相同 地 
我 们 探求 式样 是 偶 层 划 的 解 , 划 利 用 公式 (6 ) 我 们 给 予 积分 方程 


oD) -BE | cQrD EN d= 2M)。 (10) 
一 般 地 祝 ,过 方程 是 不 可 解 的 。 实 际 上 ,考究 竟 次 方程 
ooCM) -去 | oo M3) 8 Ct 2) d8, =—0 (11) 


兹 重 栈 以 前 的 探讨 ,我 们 求知 必须 有 ooCU) = 常数 。ooCNU) 的 站 个 数 
值 符 合 方 程 (11) , 汗 从 已 知 的 高 斯 公式 
1 COS (v1, 7) __ 
| a8,=1 MES 
得 搂 地 示 出 。 泪 样 , 因 篇 与 之 相 崔 的 竟 次 方程 有 不 恒 等 蕉 雾 的 解 , 非 音 
次 方程 (11) 蚌 不 可 解 的 。 
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方程 (10) 的 不 可 解 是 可 以 早 些 预先 看 出 的 。 里 际 上 ， 加 屏 委 在 优 
宕 速 不 依 已 式样 减 小 , 其 篇 由 华 标 原点 到 以 点 的 踪 贱 , 而 在 D 
中 任 一 调和 函数 划 仅 依 式 棕 减 小 。 

洲 於 区 域 D 的 犹 锐 希 勒 问题 ,我 们 将 探求 却 标 入 

1 


2— 


的 解 。 我 们 丢人 和 华 标的 原点 人 於 5 的 惨 面 。 10) 区 本 到 未 知 责 骨 CM) 的 
积分 方程 
| 1 CoS (py1, 7) _ 
o(M) 一 训 -| o M1) 全 Si 元 | oCMidS: = — 2F MY), (13) 
试 考 宛 刘 并 方 程 

oo(M) 一 去 -| go M1) Sqg, + 雄 |,0o(M)a8= 0 (14) 


它 示 出 在 忆 中 的 调和 男 数 
1 


] 小 
二 | .wu Voi 


友 | oo MS, 


在 5S 上 合 而 篇 一 。 於 是 它们 是 恒 等 的 。 


因此 | oO) asg= 元 | MI RF A 


1 


i 


现在 表 想 已 一 co 得 注意 这 使 E> ,0， 状 们 得 到 


| oo M1)dS1=0 , (15) 
现在 方程 (14) 与 (11) 合 而 入 一 。 由 此 知 col 以)= 常数 。 肯 此 代入 
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(15) ,我 们 求 得 cot 以 ) 三 0 。 适 些 杂 明了 方程 (18) 的 可 解 性 。 

回 到 后 受 问题 。 用 内 4 ) 表 记 所 探求 的 调和 阔 数 , 在 S 上 宅 的 法 
稳 微 商 已 稳 出 ;我 个 将 探求 式样 篇 单 层 邹 (1 ) 的 解 。 区 域 了 的 牛 紧 癌 
题 5| 我 们 到 积分 方程 


pCM) -| pM a8 2M), (16) 
而 区域 刀 的 引 到 方程 
pCM) + |, PCM) Sb 48, = 2 M), (17) 


方程 (17) 是 与 8 ) 共 地 的 , 址 与 后 者 同样 地 永 是 可 解 的 。 寺 样 ,在 三 灯 
空间 中 牛 曼 的 “外 ”问题 永 是 可 解 的 。 

方程 (16) 是 与 (10) 共 章 的 。 方 程 (16) 的 可 解 性 的 必要 与 充分 的 条 
件 是 它 的 右 渡 部 分 与 方程 (11) 的 解 成 正 交 的 。 如 我 们 已 看 到 的 ， 和 直方 
程 的 唯一 解 是 常数 ,所 以 方程 (16) 的 可 解 性 的 条 件 引 到 下 面 : 


|,¥ Mas,=0 o (18) 


由 翻 和 夯 数 的 理喻 知道 赵 了 牛 曼 的 “内 ”问题 有 解 休 件 (18) 是 必要 
的 。 我 们 的 探讨 现在 也 建立 了 和 过 人 条 件 的 充分 性 。 
作 党 灶 论 , 试 考 完 具有 可 构 参 数 入 的 方程 


pM) -之 | p(M1) bb 48, =0, (19) 


我 们 已 看 到 ,入 = 一 1 是 正 腊 值 , 且 和 = 十 1 是 迁 方 程 的 特 逢 值 。 坛 证 
明 方 程 (19) 的 所 有 特 微 值 都 位 於 和 二 1 及 入 < 一 1 十 直 和 狠 上 。 考 究 香 
层 画 


VM) = | pO) ， 


其 中 p( 必 ) 是 方程 (19) 的 非 自明 解 。 公 式 (8 ) 及 (4 ) 使 我 们 能 把 方 
程 (19) 写 成 下 面 式 榜 ; 
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OV U4 oFV, + oF。 
Dy + 57 )=0, 
或 
oF, _ 有 oFV, 
(十 和) 一 人 入 ) Dy oO (20) 


国情 , 模 据 性 质 (2), 了 一 也。。 设 入 , pC(M) 及 VC(M) 是 揽 数 , 用 ,= 
一 三， 琵 (20) 东 久生 积分 。 又 设 太一 大 : 十 2 三 。。 则 我 们 得 


(1 十 入) | (Vs 2 + Vs; 2 )a8 + | (Vs 2 


+| (Ps or a ds 。 


因 篇 而 数 Vy > 三 SD 虱 面 是 调和 的 ; 而 V 1, 三 >。 在 D 外 面 十 谢 和 的 ， 
左 挡 的 第 二 个 积分 与 右 滤 的 第 二 个 积分 都 等 长 雾 。 因 此 我 们 可 以 得 到 
一 个 较 简 单 的 等 式 


(+ (Vi +t)d8= 


开门 | (Va tPF。 C21) 


回民 驳 理论 的 著名 公式 : 者 区 域 了 是 曲面 之 所 限定 的 (不管 是 右面 的 
或 是 外 面 的 ), (下 ) 是 在 B 中 的 一 个 调和 画 数 ,是 浒 区 域 8 来 说 nn 是 
之 的 阿 外 法 绿 , 则 


jr (0) + (0) + (FE) ewer, 


由 此 ,在 特殊 情况 , 知 


| yo >0， 
3 an 


居 在 了 = 常数 的 情况 中 等 号 路 联 ;也 健 和 帝 了 是 在 之 的 舍 面 时 才 可 能 有 
V#0., 
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对 8 来 股 法 称 > 已 蔽 我 们 选 答 向 外 的 。 在 导 博 况 中 它 游 D 说 将 
是 向 外 的 而 光 D' 说 是 向 内 的 ; 由 此 知 在 (21) 中 左 滤 的 积分 不 是 全 值 
的 , 右 小 的 积分 不 是 正 值 的 。 

下 述 的 各 种 情况 是 可 能 的 : 

(a) 在 (21) 中 右 滤 的 积 从 等 谎 需 。 剧 ,=0, 蕴 因 篇 在 S 上 了 ,= 


= 姑 克 =0 及 pCM)= 2 本 =0 。 浊 情况 不 引 到 特征 值 K。 


pv 
(在 左 寻 的 蓝牙 等 大 ,而 有 逻 的 后 中 不 等 大 尖 我 们 得 到 我 们 
已 知 的 特征 值 入 = 工 。 
(3) 左 泪 的 积分 是 正 的 ,而 右 小 的 积分 是 负 的 。 过 有 时 必须 是 1 一 
一 入 <0, 1 二 和 >0, 或 者 1 一 和 >>0, 1+ 和 <0, 也 就 是 和 >1, 或 和 过 一 1 ， 


第 二 章 ”色调 和 方程 
\ 格 莉 函 数 的 耦 用 ) 


$ 39. 引 到 区 调和 方程 的 问题 

(a) 弹 性 理论 的 平面 问题 ” 若 弹 性 位 移 仅 在 与 (z,y) 平 面 平行 的 再 
面 中 发 生 , 且 位 移 的 各 分 量 不 与 > 有关, 出 我 个 所 谈 的 将 是 平面 的 形 释 。 
用 wz, ww 表 记 位 移 的 分 量 , 用 co rc, cy 表 记 应 力 的 分 量 , 我 们 能 窟 出 
一 组 弹性 理 芥 中 盏 面 问题 的 微分 方程 @ : 


Os | OTry OToy oy 
3 十 一 一 Dy 二 0， 本 十 Dy 0, (1) 


Guz /ou | Uy QWy 
oo= MW +2 ra 一 Hi( -3 By 十 Fy )， Oy 3y ° (2) 
得 圳 和 人 与 上 是 拉美 傈 数 , 及 
OUs ， Ouy 
0 = 3 一 十 yo z (3) 
方程 组 (1 ) 一 (2 ) 中 的 未 知 男 数 的 数 能 锡 议 减 到 一 个 。 就 是 ,说 
加 _ OW _o2W 
“5 Tay 一 32325357) 4Yy A (4) 


能 满足 方程 ( 工 )。 画 数 WWV(%,y) 时 应力 画 数 或 爱 瑞 画 数 。 把 (4 ) 式 代 
入 (2 ) 王 滑 去 vz 及 我 们 求知 要 到 男 数 满 下 人 双 调 和 方程 


AW = 4A(AW)= -Sor + 2 5 十 50。 (5) 


着 样 , 强 性 理论 的 平面 问题 的 解 便 句 千 到 在 相 详 沈 寞 条件 下 仅 调 和 方 
程 的 求 种 2 
坛 关 明示 些 人 条件 是 什 感 。 者 弹性 区 域 的 漫 界 上 各 点 的 位 移 已 葵 


@ ”方程 ( 1) 相当 共 当 物 体 不 受 徽 苯 力 的 作用 时 的 情形 。 齿 [28aj。 
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出 ,它们 的 建立 最 简 哩 。 在 秆 情况 中 ,用 工 表 记 弹性 区 域 的 境界 , 在 工 
上 就 有 
Us= (6) Wy=92(t), (6) 
其 中 i 是 确定 在 工 上 点 的 位 置 的 大 数 , 而 91( 引 及 92( 信 是 已 给 的 画 数 。 
现在 改作 用 从 境 分 也 王 的 外 力 已 给 出 。 用 革 , 及 了 , 琢 记 它 的 分 
量 , 我 们 根据 沟 形 媒质 力学 的 已 知 公式 有 
Gy COS (2 全) 十 Toy C03 (2 一定， 
toy COS (2 0 ) 十 cy cog vy) 一 了 ， 


在 坦 公 2 是 境 错 了 的 问 外 法 粮 。 注 意 


(7) 


9 9 
cs 加 = 邓 ，oos(o 信 = 一 颈 ， 


其 中 ， 是 境界 的 绝 改 。 
把 用 爱 瑞 画 数 表 出 的 应 力 式 子 代 入 (7 ) ,我 们 得 


六 的 - 训 的 -- 
由 此 得 . 


= -| ds+O0 = f(s) 二 Oj， 


oW 


(8) 
$7 =|X, ds+ O02=f2(8)+ Os 。 


等 式 ( 8 ) 也 代表 在 船 出 外 力作 用 在 洲 界 上 的 情况 时 我 们 问题 的 渤 
界 休 件 。 车 境 界 工 是 音速 通 的 , 妈 常 数 01 及 Cs 能 任意 固定 , 车 光 境 
了 界 是 复 过 通 的 , 则 01 及 Oo 在 不 同 曲 儿 上 , 邹 在 工 的 不 同 部 分 上 ,可 有 
不 同 的 数值 。 在 渤 情 况 中 它们 必须 从 位 移 的 日 值 性 的 要 求 来 雁 定 之 。 
在 这 意义 上 弹性 理 天 的 平面 问题 是 与 变态 的 狄 锐 希 勤 间 题 相 类 似 。 

已 指出 的 兆 内 条件 的 类 型 不 是 唯一 的 。 

在 下 面 , 在 各 相 话 的 地 位 中 , 我 们 将 指出 滤 界 条 件 的 一 些 别 箱 疾 
型 。 
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与 条件 ( 6 ) 及 ( 8 ) 相 应 的 问题 我 们 将 分 别 叫 它 乱 第 一 及 第 二 基本 


色调 和 于 题 @ 。 
(0) 粘 症 不 可 压 编 的 流体 的 稳定 平面 运动 ”在 址 情况 中 挪 维 -斯 陶 
死 斯 方程 旬 有 下 面 的 形式 
ve Se +o 3 一 2 4 一 2， 
OVy OV _1l1Do 
Va 十 2 一 94 EE (9) 
OVs OV, _ 
27 了 3 一。 


在 革 工 ve 及 v, 是 速度 的 分 量 , 2 是 压力 , p 是 液体 的 密度 ,v 是 烙 洲 
保 数 。 方 程 (9 ) 是 在 微 朵 力 不 存 在 的 假定 下 窟 出 的 。 

方程 (9 ) 的 第 三 式 指 出 有 一 画 数 存在 着 , 迁 夯 数 $5(x,y) 叶 流动 画 
数 , 它 是 时 样 的 : 
一 5 47 一 - 采 。 (10) 

把 得 两 式 代 人 《9 ) 的 冻雨 个 方程 中 凌 消 去 2， 我 们 求 得 流动 画 数 
所 符合 的 方程 

455= 了 (22 9d4@ 20 5 ) (11) 


y 


9y 3 9% wy /° 

大 在 方程 ( 9 ) 中 忽 观 惯性 项 ,如 (11) 的 右面 部 分 消失 ,我 们 得 知 5 
玛 正 双 调 和 方程 。 

在 粘 潍 被 苯 的 理 诅 中 有 此 假定 :与 列 体 接 速 的 液 彬 精 贴 在 刚体 上 ， 
致使 抵 体 的 述 度 和 奥 之 接连 的 液体 粒子 的 速度 相合 。。 由 此 容易 引出 
流动 问题 中 的 忱 务 休 件 。 庆 一 粘 浅 液 体 的 流动 流 过 一 个 或 多 个 物 体 ， 

0 ”第 二 问题 在 H. H. MycxerzmBaI 的 书 [28a] 中 首次 中 具有 条件 (8 ) 的 弹性 理论 的 


兆 界 问题 。 
© 郧 H. E. Kounn, H. A. KnGexs, H. B. Posae, 理论 琉 笨 力学 ,第 二 部 牙 ，1948。 


Yo 
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且 乱 简便 起 网 丽 遭 些 物 体 是 固定 不 动 的 , 基 在 过 些 物 体 的 滤 界 上 
2 0 oP 19 
| 0， 0 。 (12) 
老 2Z 轴 的 方向 是 与 扰 宕 可 处 的 流动 速度 相 在 行 的 , 让 以 0 塌 记 得 
速度 的 数值 , 则 在 无 窗 速 处 的 条件 有 如 于 形式 : 
lim [S(x,y)—Uyj 一 C0，0= 常 数 。 (18) 


2 十 23 一 oo 


在 下 面 我 们 将 看 出 , 若 略 去 惯性 项 , 粘 汪 液体 的 无 限 流 动 中 , 流光 
一 个 于 体 的 问题 是 不 可 解 的 。 有 过 就 是 所 谓 斯 陶 克 斯 的 伴 辟 。 

许多 其 他 数学 物理 的 问题 也 鲜 辕 到 双 诡 和 方程 。 例 如 ,关於 板 在 
与 其 表面 垂直 的 应 力 的 作用 下 的 搁 曲 问题 就 引 到 式样 篇 42W =p(z,2) 
的 方程 。 海 洋 学 的 某 些 问题 @ 也 引 到 同类 型 的 方程 。 

”40. 全 调和 图 数 的 被 数 表示 。 任 一 颂 调 和 砂 数 WV(2,y) ( 即 多 项 

和 和 方程 的 积分 ) 能 用 雨 个 复 绝 散 2= 2 十 和 的 解析 画 数 来 表示 。 得 可 能 
用 下 面 的 办 法 来 作出 。 因 需 4P= 4? 玉 =0, 画 数 P(x, y)= 4 克 是 袜 
和 的 。 今 xy) 是 与 PXz)y) 共 连 。 表 记 己 十 移 =4p!(z)。 画 数 


9(2)=p(72, 9) 十 300Z，2) -于 |(P+iQ)dz 


是 z 的 解析 夯 数 。 用 简单 计算 容易 验 首 4 ( 玉 一 px 一 9y) = 0, 印 责 数 
2x(2 人 一 克 一 DZ 一 9 是 调和 的 。 讼 2(z, 人 =Re(X(z)} 汞 注意 oz 十 
十 9y 二 Re{zp(?2)}), 我们 得 到 高 页 剃 公式 : 
W(z,y)=Re{zp(z2) +XC2)}, (1) 
葵 出 用 被 杰 数 解析 画 数 p(z) 及 X(z) 表 出 的 所 求 色 调和 画 数 的 式 子 ,我 
们 把 夯 数 p(2) 及 由 (z) 二 X'(z) 将 是 作 高 泵 钉 画 数 。 
用 熔 出 的 画 数 玉 (zx, y) 所 砍 定 的 高 侠 利 丽 数 不 是 完 双 地 单 值 的 。 
序 , 9'(z) 是 袖 确 定 得 准 到 一 个 纯 虚 的 常数 项 ( 即 p'(z) 有 一 加 上 的 点 常 


四 兄 了 . B. IIrokxaa 在 不 均匀 的 峙 中 风能 激 成 的 全 流 的 器 的 方程 。AH CCCP 的 
报 尖 ,1946, 元 IV, 5。 
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er 


散 的 数值 不 确定 ), 所 以 , p(2) 是 被 确定 得 准 到 式样 篇 yaz+A 的 一 项 ， 
其 中 a 是 实 常 政 , 8 是 窗 常 数 。 面 数 光 (?) 也 不 完全 众 实 地 被 健 定 , 但 
过 尖 以 后 六 不 重要 。 

从 高 页 箱 公式 容易 地 得 到 琴 个 重要 公式 , 它 个 的 式 梯 古 H. 开 . 御 
斯 黑 里 施 维 利 (MYcxenHmpHat) 所 建立 的 有 最终 式 样 。 第 一 个 给 出 用 融 尔 
箱 画 数 表 示 的 双 苦 和 西数 的 微 商 的 式 子 : 


5 十 9 + C+), (2) 
其 中 
(2) =X'(z), (8) 


第 二 个 公式 是 天 雁 弹 性 理论 的 平面 问题 ; 它 苔 出 用 融 击 沙 数 表 
示 的 位 移 的 式 子 , 其 式样 是 


2 vot by) =npl2) —2p'(2) —y (2)o (4) 
: 在 半 保 幅 记 “= 
注意 x 二 1 。 和 从 融 侠 刹 公 式 及 $ 39 的 方程 ( 2 ) 与 (4 ) 容 易 得 到 公 
式 (2 ) 及 (4 )。 
也 注意 连 梭 诡 力 於 画 南 箱 画 数 的 两 个 考 贵 少 夫 (I.B. Koxoco0B) 公 式 
oz 十 oy 一 4Refop (2)》 ， (5) 
0y 一 0zo 十 25rm 一 2[zp (2)+ (2)]。 (6) 


公式 ( 2 ) 及 (4 ) 使 弹性 平面 理论 的 基本 问题 能 名 和 苦 其 解析 画 数 理 
验 的 滤 界 问题 。 第 一 个 问题 引 到 解析 画 数 gC2) 及 小 (2) 的 建立 ,使 其 在 
区 域 的 境界 上 满足 等 式 

np 2) + 29'(2) —h2) =2n(g1+ igs)o (7) 
在 第 二 个 问题 中 必须 建立 满足 境 错 等 式 
在 .上 
gC2) +2p 2) + = 户 十 入 十 办， 了 一 常数 ， (8 ) 
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的 解析 页 数 DZ 及 (2)o 注 训 
ftijs=o| Xstiy)d, (9 ) 


其 中 瑟 。 及 了, 乃 是 作用 於 境界 上 的 外 力 的 x 与 y 轴 方向 的 分 力 。 常 
数 5 必须 时 樟 地 确定 , 它 使 位 移 示 出 是 单 值 的 。 

在 粘 潍 液体 的 流体 动力 学 中 的 流动 问题 也 妖 竺 到 过 相同 的 兆 淹 间 
题 , 但 没有 右 渴 部 分 的 任务 中 的 任意 性 @@ 。 

注意 下 点 是 有 用 的 :等 式 ( 8 ) 可 能 认 作 是 等 式 (7 ) 在 x= 一 1 的 特 
丈 情 形 。 

有 了 时 情况 是 簿 样 的 :把 满 装 有 弹性 媒质 或 粘 游 液体 的 区 域 首 先 保 
角 映 射 到 某 个 别 的 区 域 上 是 有 用 的 。 址 样 公 式 (7 ) 及 (8 ) 就 有 些 改 楼 
了 。 全 2=w(0) 篇 映射 画 数 。 乃 计 

p92)=9 200))=B(0); PD)=W0(0))=Y(0), 

则 等 式 (7 ) 及 ( 8 ) 就 篇 以 下 所 代 状 : 


wD(0) — SD — WU) = angr tig) (10) 


GCo)+ CD Co + = fitifst Di (11) 


现在 关 明 高 尔 箱 夯 数 的 解析 特性 。 老 满 装 强 性 妹 质 的 区 域 是 有 限 
的 , 单 连 通 的 兹 扰 聚 集 的 力 或 力 甜 施 抢 其 上 , 则 p(z) 及 由 2) 在 带 区 域 
中 仅 是 正则 的 。 与 此 正 相 同 , 在 单 连通 的 , 有 限 的 , 装 满 粘 汪 液 体 的 可 
域 中 , 震 演 区 域 中 没有 源头 或 尾 间 《泉源 政 漏 日) p(2) 及 由 (是 正则 
的 。 

现在 从 事 复 速 通 区 域 的 情况 。 了 照例 用 二 表 它 的 境界 ,以 三 ,了 
mm 裘 记 它 中 面 的 各 曲 娘 部 分 (车 芝 区 域 是 有 限 的 ), 以 Lo 表 寻 由 外 面 


@ 所 以 ,没有 位 移 钮 什 性 的 半 种 附加 的 要 求 。 
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一 一 一 一 一 一 sr 一 


了 肾 定 让 匠 域 的 曲 乏 。 用 也 字 表 记 这 隐 域 。 

武 考 宪 在 强 性 理论 的 平面 问题 中 必须 加 难 高 尔 利 两 数 的 性 质 上 的 
限制 。 由 39 的 公式 ( 4) 显然 

P(r,y)= AW =0to0y,. 

朵 力 ,也 与 位 移 一 样 ,都 是 单 值 的 夯 数 。 因 此 知 P\z， 急 是 单 值 的 。 由 
此 依 反 时 人 对方 向 竺 台面 曲 入 Li, 工 ，,…, 人 的 每 一 个 行 一 过 Q@(%,y) 的 
变量 将 是 一 个 常数 。 用 8x.4; 表 让 演 个 释 量 。 则 过 样 粳 行使 p'(z) 得 到 
等 长 2 4 的 构 量 。 若 因 是 内 曲 综 应 的 一 点 ,有 妈 由 长 琐 梯 焙 行 
4 和 In (xz 一 2 也 得 到 2xi4 的 法 量 。 由 此 知 


wo (2 = Arln(e—a) +f(2)) (12) 
其 中 f( 罗 是 在 D 中 正则 的 画 数 ，4; 是 实 常 数 。 不 购 看 出 ,不 定稿 分 
| f(a dz 


也 能 合 有 半数 项 ,所 以 , 稿 分 等 式 (12) ,我 们 得 
pO = ArzIn (2—2) + Be In(z—m)+9"(2)。 (19) 


在 得 公式 辟 9g*(z) 是 一 个 在 D 中 正 基 的 , 单 值 的 画 数 ; Bs 是 窗 常 
数 ，4， 如 我 们 在 上 面 已 淹 到 ,是 实 常 散 。 

回 到 画 数 水 2)。 公 式 (12) 示 出 “2 是 单 值 的 。 现 在 由 (6 ) 得 出 
Y 2) 也 是 香 值 的 , 且 它 的 不 定 积 分 含有 淹 数 项 : 


y(2 一 习 CDm(z 一 2 十 入 (2)， (14) 


其 中 米 (*) 是 一 个 在 D 中 正 划 的 面 数 。 
在 公式 (13) 及 (14) 的 亲 出 中 我 们 仅 利用 了 应 力 的 单 值 性 。 斌 说明 
位 移 单 值 性 的 要 求 答 蕉 傈 数 4，2 Oi 什 感 样 的 限制 。 公 式 (4 ) 示 出 
由 亦 绕 曲 入 太行 一 遇 2w(w 十 tv) 得 到 
2rri[(x 二 14 2 十 xB 二 CU] 
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的 光量 。 
因 需 位 移 是 章 值 的 , 遵 数 值 等 於 雳 。 
由 叱 知 z 
4 一 0， CO 一 有 (15) 
且 我 们 最 后 得 在 弹性 理论 的 平面 问题 中 高 页 刹 画 数 的 下 面 的 式 子 : 


p= 2 有 In(z 一 2 十 ore 人 2)， 


(16) 
Vv(z) 一 一 全 Br In(z—2) + *(2) 。 
傈 数 Bc 有 简单 的 力学 上 的 意义: 
有 十 ?了 


其 中 和 及 革 是 作用 蕉 曲 稼 Li 上 的 外 力 的 合 向 量 的 分 量 。 在 第 二 基 
本 问题 中 由 碎 潍 界 人 条 件 这 些 公 数 基 已 知 的 ,在 第 一 基本 问题 中 它们 丛 
属 未 知 的 。 

在 粘 深 补体 的 流体 动力 学 中 高 评 刹 画 数 的 多 值 性 有 某 些 别 的 特 
性 。 在 过 时 必须 要 求 速度 的 单 值 性 , 即 双 调和 机 数 的 微 商 的 单 值 性 。 公 
式 (18) 仍 是 有 效 的。 再 者 ,由 公式 (4 ) 显 而 易 网 ,由於 依 反 了 时针 方 向 缠 
曲线 产 行 一 过 (2) 得 到 等 於 272Bi 的 释 量 ,所 以 


$0) = Br In(z—a) + (2), (18) 


其 中 W*(z) 在 DD 中 是 正 妓 的。 

我 们 与 第 一 及 第 二 基本 问题 一 起 表述 另 一 个 我 们 将 吓 它 作 第 三 甸 
翻 和 问题 : 依照 已 烙 出 在 区 域 的 境界 上 的 一 阶 微 商 , 求 色 调和 西数 , 设 
它 的 过 些微 南 及 宪 的 高 希 弟 丽 数 的 一 阶 微 商 在 所 考 的 区 域 中 都 是 单 值 
的 。 

所 以 ,在 第 三 问题 中 ,我 们 设 pC(z) 能 依照 公式 (16) 来 表示 ,而 由 (2?) 
能 依照 公式 (18) 来 才 示 。 注 意 在 单 建 通 域 区 的 情况 中 第 二 及 第 三 问题 
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一 | 


合 而 往 一 。 

能 知 浴 明 : 我 们 所 表述 的 三 侦 问 题 的 每 一 个 有 了 唯一 解 全 。 

上 上 曾 已 提 的 斯 陶 克基 华纳 是 第 三 问题 的 解 的 唯一 性 的 直接 精 果 。 
训 实 上 , 知 液 体 仅 流 过 一 个 物 幅 , 旭 满 装 液体 的 区 域 是 单 圳 通 的 , 高 锁 
箱 画 数 基 单 值 的 , 卫 诞 流动 问题 与 第 三 天 题 相 合 , 在 得 问题 中 必须 珊 立 
下 列 休 件 :所 求 画 数 的 一 阶 微 商 在 渤 界 上 等 於 圭 及 在 扰 寡 过 不 是 有 限 
的 9。 根据 除 一 性 定理 , 所 求 双 调 和 夯 数 司 等 蕉 一 常数 。 但 这样 它 的 
微 商 , 即 速 度 , 是 恒 等 於 雾 ， 所 以 辕 果 得 流 过 一 个 则 体 的 烙 汪 液 笨 是 静 
止 不 动 的 。 z 

右 精 深 流 体 流 过 多 个 刚体 , 甩 利 用 公 数 4 的 随意 性 可 能 得 其 解 。 
在 过 情况 中 仅 党 区 域 是 双 连 通 的 肝 症 流动 问题 才 有 唯一 解 ; 若 区 域 的 
连通 是 多 於 二 的 , 则 有 和 优 限 多 的 解 。 

$ 41. 格 隐 图 数 及 施 冠 而 蔷 核 兮 呈 篇 单 过 通 的 或 槛 速 通 的 z= 
=w 十 2y 在 面 上 的 有 限 克 域 , 斑 介 2 与 5 二 E+ 篇 区 域 DD 中 的 任 十 点 。 
用 7 表 记 这 十 点 辣 的 距 座 : = | :一 |。 如 已 知 的 ,区 域 卫 的 两 点 的 ， 
有 下 列 性 质 的 夯 数 G(z,，y; 6, 9) 就 中 作 遭 区域 的 格 隐 画 数 : 

(a) Gz, Y; En) = Yy; 四) 一 iny， C1) 
其 中 g(x, y; 5 7) 是 在 固定 的 > 和 与 y 时 上 与 ?的 在 也 中 来 和 的 西数 。 

(0) 若 5= 上 二 2 点 属於 区 域 的 境界 缚 , 即 

GZ Yy; E 77) 一 0 。 (2 ) 

解 有 具有 在 区 域 D 的 境界 上 g==In7 的 温 界 条件 的 狄 够 希 勤 间 题 ， 
页 数 942，4 6， 7) 就 可 能 建立 。 

由 性 质 (a) 及 (6) 得 出 格 降 画 数 的 对 称 性 : 

Gr, Y; €, 7)=G(E, 1; 0 Y)。 (3) 

利用 格 际 画 数 得 完整 形式 地 解 狄 锐 希 勒 问 题 : 若 U《z,y) 是 一 个 在 


@ 兄 [27dj。 
@@ 后 者 来 自在 无 窃 这 凡 Vw=0, vy 二 0 。 
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DD 中 课 和 的 丙 数 ,在 境界 的 点 等 从 u(?), 基 
UD = Pd, do=|dtl, (4) 


其 中 > 在 让 次 玫 和 在 “点 处 二 的 向 内 法 粮 。 

由 格 降 函 数 的 对 称 性 得 出 它 不 健 是 上 及 的 课 和 夯 数 , 且 除 (&,”) 
点 外 它 在 全 区 域 DD 中 也 是 x 及 y 的 调和 夯 数 。 

兹 介 胡 篇 全 和 后 重要 的 格 降 复 画 数 的 概念 。 我 们 将 认 G(x, y; £6,7) 
答复 杰 数 上 及 ?的 画 数 莫 恰 此 相应 将 用 GCz;L) 来 表 记 宅 。 试 构成 对 多 
数 x 及 yy 说 是 与 G(z;) 共 雹 的 画 数 是 (z;L)。 例 如 ,可 能 设 

HG;0) -|] -dt 和 《5 ) 
其 中 a 是 一 个 任意 的 , 但 在 区 域 已 中 国定 的 点 。 画 数 五 (2; 5) 是 其 杰 
数 的 多 值 实 夯 数 。 对 它 的 革 一 支流 有 恒等式 
(ao 三 0 。 (6) 
我 们 把 画 数 
M(z; ()=G(2; ()+iH(z; £) (7) 
吓 作 格 莉 补 画 数 。 以 (z; 5) 是 一 个 z 的 解析 但 在 D 中 非 正 肿 的 画 数 站 
是 变数 < 的 非 解 析 的 画 数 。 : 

因 乱 格 陈 复 画 数 含有 mn 心 一 2 项 , 格 降 揽 画 数 是 多 值 的 。 此 外 ;车 
区 域 已 是 揽 巡 通 的 , 在 z 平面 上 了 区域 的 任 一 内 境界 绕 行 一 过 得 西数 改 
变 它 的 数值 。 如 以 前 一 样 ,用 Z 表 记 区 域 D 的 外 境界 ,用 万 Dp， 
二 表 记 它 的 内 境界 。 依 反 时 针 方 向 黎 天 行 一 过 画 数 五 (z; 5) 得 到 基 
构 量 , 伍 构 量 ,一 般 地 说 ,将 是 的 而 数 。 用 2z2i() 来 表 记 它 。 


_1 DG DG 
5CO= 翅 | By dz + dy o 


在 吉村 5 一 “十 2 是 在 区 域 忆 的 内 部 的 一 点 , z=2 十 各 是 曲 绿 工 ; 的 一 
点 。 用 汪 才 让 在 2 点 上 ;的 向 内 法 粮 的 方向 花 设 |dz| =ds 。 上 显然 ， 
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一 00S(8，2) = — C0s(n, y), 
Y= cos(s, Y)=e0s(n, v2), 
由 此 连 着 得 


ot)= 志 | Sas, (8) 


依 反 时 人 针 方 向 税 工行 一 退 格 际 被 函 数 得 到 等 於 30 的 释 量 。 
者 zx 是 在 .Lr 的 右面 任意 固定 的 一 点 , 则 同样 炒 行 范 数 0.(L)ln(z 一 zx) 
得 到 相同 的 杰 量 。 到 样 , 格 隐 揽 画 数 能 用 下 面 式样 表示 : 


M2; = Molz; + Dbr(InGz—s) —InC 2) (9) 


其 中 Mo(z; 外) 是 2 的 在 DD 中 正 姑 的 画 数 。 注 意 , 看 成 《的 画 数 有 时， 
Mo(2; “是 单 值 的 。 

试 酚 02 人) 是 在 D 中 请 和 的 及 的 函数 , 在 万 上 等 谎 一 , 在 三 
上 等 各 老 ,7==0, 工 ， ,6 一 1, 二 1,…,n。, 

在 (8 ) 中 以 z 代替 【 划 以 5 代替 z 。 与 此 相应 ， 以 > 代替 m 冰 以 
do 代替 ds 。 用 我 们 得 


四) -去 | 多 ee。 


我 们 介 加 进来 一 个 境 务 也 的 点 的 画 数 5k(5) 发 


1, 若 “ 大 在 Lx 上, 
ue) = io 若是 在 五 上， jb。 


则 思 ( 人 可 能 用 如 下 式样 求 才 示 : 
br) =B|, de) Sd (11) 


以 此 与 (4 ) 相 比较 使 我 们 相信 我 们 的 提示 的 正确 性 。 
现在 在 公式 (9 ) 中 全 2 表 记 区 域 DD 豪 面 的 一 点 , L 玫 记 卉 界 工 的 


(10) 
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一 芭 ， 7 篇 在 6 引 威 也 的 向 内 潜 穆 。 避 


OO (12) 
及 
2 一人 (zi 人)。 (18) 
对 v2 微分 (9 ), 得 
Th) = OIned) -pe。 (14) 
丽 数 了 (2; 人 DD 的 施 窄 而 奖 核 。 斌 建立 它 的 重 
要 性 质 。 


施 狂 而 医 核 是 多 数 z 的 在 D 中 解析 的 画 数 ,车 区 域 也 是 补 玉 通 的 ， 
它 是 多 值 的 。 依 反 泊 全 方向 黎 行 一 过 它 得 到 等 从 2ricx() 的 网 量 。 
再 者 , 了 (z; 5) 是 的 单 值 的 及 非 解析 的 画 数 。 施 涂 而 蒋 核 的 实 部 分 是 

格 隅 男 数 的 法 向 微 商 。 已 的 错 部 分 的 某 一 支 在 z= 4 不 是 司 等 亦 雾 。 


Im{T(a;t)}=0。 | (15) 
全 f(z) 壤 境界 工 上 点 的 速 入 实 丽 数 。 试 考 完稿 分 
5O- 访 | AOTCt)d0, (16) 


2\z) 荐 z 的 一 个 解析 画 数 。 由 公式 (4 ) 显 而 易 见 它 的 实 部 分 是 在 DD 中 
单 值 的 蓄 在 境界 上 等 伶 (L)。 再 者 ,公式 (15) 示 出 5(z) 的 由 部 分 的 革 
一 文 在 z=4 处 等 从 才 。 远 样 , 若 仅 它 的 实 部 分 是 单 值 的 , 公式 (16) 傅 
照 它 的 实 部 分 的 境界 值 又 简 成 一 解析 夯 数 。 

分 了 (2) ==wv(z) 十 记 (2) 是 在 DD 的 豪 面 没有 奇 点 的 一 个 解析 丁 数 。 
叉 设 它 的 实 部 分 (2) 在 DD 中 是 单 值 的 且 直 至 境界 是 连续 的 。 如 我 个 
已 看 到 的 ,积分 


| "OT Wao 
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是 z 的 解析 而 数 , 它 的 实 部 分 等 从 uz) 。 愉 样 的 而 数 仅 在 碰 常 数 上 能 
与 万 (z) 不 同 。 双 积分 的 虑 部 从 的 某 一 支 在 z=a 点 等 共 零 。 由 此 容易 
看 出 

元 | uO Tb) do =F) ila). (17) 


在 这 公式 中 ?4) 是 画 数 vz) 的 某 一 文 在 a 点 的 数值 。 

若 在 DD 中 调和 的 画 数 wz) 是 单 值 的 , 居 和 与 它 共 元 的 画 散 v0(z) 一 般 
地 襄 是 多 值 的 。 公 式 (17) 葵 出 根据 w(*) 的 境界 值 来 计算 依 反 时 针 方 向 
入 工 行 一 过 4(z) 所 得 到 的 网 量 的 可 能 性 。 沁 释 量 显然 是 等 扒 


| vlan (zyda . (18) 


大 4( 志 的 感 部 分 是 单 值 的 小 罕 到 境界 是 连续 的 , 旭 与 公式 (17) 相 
似 , 正 磅 公式 是 


|, OT;L) do = F(2) — Tua). (172) 
由 此 依 反 时 人 针 方 向 入 闵行 一 过 7(2) 的 实 部 分 的 变量 等 共 积 分 
-| vCardo (19) 


车 玉 (z2) 是 单 值 的 , 则 积分 (18) 及 (19) 等 谎 雾 。 由 此 容易 得 到 对 任 一 在 
D 中 正则 的 荡 直 到 进 界 是 速 熏 的 解析 画 数 都 是 正厅 的 公式 : 


|, FCODoxo)ac=0， (20) 


| ,元 BCoac=0。 (21) 


半 在 DD 中 正 姑 的 , 畦 值 的 画 数 (2) 说 ,公式 (17) 及 (171) 同 睹 大 正 
俱 的 。 用 % 乘 (171) 六 在 其 合 将 千 果 与 (17) 相 加 及 相 沽 ,我 们 得 两 个 六 
以 下 重要 的 公式 : 
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| PCOTG; Cdr= F(a) —3 P(e), (22) 


元 | 元 57G; Dar= 瑟 Fa。 (23) 


我 们 特 指 出 公式 (22) 及 (\28) 仅 对 在 忆 中 正如 且 因 之 单 值 的 夯 数 
f(z) 说 是 成 立 的 。 
我 们 注意 在 (2) 三 1 时 得 到 的 公式 (22) 的 特别 情况 : 
去 | Ti)do=I。 (24) 
格 刚 槛 画 数 有 我 们 时 对 保 角 多 换 说 的 不 构 式 的 性 质 。 它 是 如 下 所 
述 的 : 
分 男 散 f= (2?) 使 z 平面 的 区 域 D 保 角 上 映射 到 t 焉 面 的 区 域 六 上 
亚信 4 怕 篇 区 域 D' 的 格 降 补 历数 。 旭 区 域 D 的 格 隋 窗 画 数 是 由 
公式 
M(z; £) = M'(e(z); eCt)) (25) 
获 定 。 公 式 \25) 的 如 明 简 晶 地 由 格 降 丁 数 的 定义 得 到 。 
称 法 粽 微分 二 一 等 式 的 两 端 ,我 们 求 得 区 域 卫 与 已 的 施 媳 而 蒋 核 
” 间 的 天 保 : 
T(z; do = T'(e(2); el))do’, do’'= |dr|, (26) 
最 和 合 , 我 们 广 明 一 些 以 钱 我 们 需要 的 关 认 施 罕 而 医 核 的 定理 。 
和 工分,/ 人 L ici 上 牺 工 是 回炉 的 论 禾 过境 


和 
.3 


二 


时 


底 要 考究 实 f(L) 的 情况 就 钢 了 。 函数 7D 是 名 祈 沟 在 诛 起 已 的 
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每 一 个 音 连 通 部 分 是 正 刚 的 ;在 世上 它 的 实 部 分 与. 六 2) 相 合 。 由 也 堆 
出 这 样 一 个 单 连通 部 分 Di, 使 二 原 属於 Di 的 兆 界 。 把 Di 映射 到 图 
上 卡 。 剧 由 图 的 施 罕 而 奖 积 分 着 手 , 容易 求 得 2 (z) 在 与 弧 狠 二 相应 的 
贺 的 又 和 名 上 是 m 一 1 阶 可 微分 的 。 现 在 , 篇 了 从 明定 理 1, 实 要 利用 ， 
由 大 定理 的 人 条件， 实现 映射 已 到 图 上 的 画 数 各 二 是 色 - 工 陆 速 绪 地 
可 徽 分 的 ,过 一 已 知事 实 就 多 了。 

定理 2. 分 法 雏 v 与 8 轴 间 的 角 是 连续 的 范 对 於 o 在 全 部 境界 卫 


| 


高? -t+tP; bdo, (27) 


其 中 画 数 P(z; 6)， ii 直到 境界 是 速 和 续 的 让 在 境界 


和 和 


而 娄 M(z; £) ries ， 项 被 看 作 构 数 z 的 画 数 时 ,在 D 的 右面 
没有 奇 黑 ; 它 的 实 部 分 是 单 值 的 , 姜 在 工 上 是 熏 卫 | 必 一 2| 相 合 。 磋 用 
公式 (17) 到 浊 画 数 上 是 可 能 的 , 它 痊 出 


_ 
区 | | C—t| T(z; t)do: 一 


=M(z; ()+lIn(t ~2) +iH(a;t) —iarg(t —a)。 
在 公式 中 2 及 是 也 豪 面 的 点 , t 是 境界 工 的 点 。 因 篇 了 (a; 《)=0， 
故 


M(z; 0D= 去 | lIn|E—i|T(2; DAdo—~In(C—z) +iarg(lt—a), 


对 烃 过 《 点 的 法 乏 v; 微分 此 等 式 ,固定 < 於 境界 , 站 利 用 单 习 对 数 雪 
的 法 向 微 商 的 定理 ,我 们 得 


疆 者 ， 


一 rm ee 
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2 一 00SCD LC) ac =o08o 0 四) 一 4 cos(o, €)= 一 0 
让 ,省 
PG; (=Bs|, HT; aor+t 二 


我 们 引 到 公式 (27)。 角 下 要 证 明 的 是 : P(z; 5) 在 D+ 工 中 是 m 一 2 陛 
半 z 连续 地 可 微分 的 。 但 是 过 可 由 定理 1 立刻 地 得 到 , 因 篇 ,由 从 定理 


2 的 条件 , 画 数 ”52 一 二 沿 卉 界 二 对 是 双开 阶 速 模 地 可 籁 分 的 。 
定理 3， 屋 等 式 / 

9()=h(6), (28) 

其中 《是 境界 了 的 一 点 ， 落 画 数 9C) 与 A(L) 是 速 秆 的 ,是 与 下 面 一 组 


第 和 


员 gOTz; do= 坪 | MO Tz; ao, 
云 | WOTG; Dao=|, KOT; dao。 


须 广 明 的 是 (28) 从 (29) 得 出 。(\29) 的 两 等 式 相 加 兹 将 所 有 项 移 
到 左 渴 , 我 们 得 


(29) 


二 | Rotg() -ROT Cao=0。 


过 积分 的 实 部 分 是 在 D 中 箭 和 的 画 数 , 在 工 上 与 Re {g(56) 一 及 6)} 相 
合 。 由 此 接着 得 Re{g(6) 一 以 5)) 二 0 。 人 公然 同样 可 广 朋 Im{g(C) 一 
一 Ace 中 一 0 。 
$ 名. 第 一 与 第 三 问题 到 积分 方程 的 名 和 桔 ” 在 840 中 已 经 建立 :第 
一 与 第 二 全 调和 加 题 锋 辕 到 下 面 一 个 覆 多 数 丙 数理 敲 的 兆 界 问题 。 
求 满足 下 面 休 件 的 解析 图 数 9(z) 瞪 中 20): 
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(7D) 在 区 域 D 的 训 面 p(2) 输 业 ?) 没 有 奇 点 ; 


(2) 在 如 中 9 (2z) 是 单 值 的 ; 
(83) 在 区 域 D 的 境界 粮 工 上 有 下 面 等 式 成 立 : 
“gL)—to 0) —JL) =90), (1) 
其 中 x 篇 常数 , 而 y(6) 是 已 冶 的 境界 上 点 的 回炉 与 单 值 的 画 散 。 我 们 
将 设 送 画 数 是 足 鲍 地 平滑 。 
在 第 一 问题 中 
% = ot ; 9(€) =2( Wt hy), 


在 第 三 丙 题 中 必须 席 
x=—1, g(t)=—f(L)— Oro 
我 们 将 性 区 域 D 是 有 限 的 。 : 
让 我 们 进 到 我 们 所 表述 的 洲 界 问题 的 解 。 
把 区 域 DD 保 角 映射 到 某 区 域 D* 上 是 常常 有 用 的 。 合 z=o 人 是 
实现 这 映射 的 夯 数 。 琅 我 们 表 记 
PO =BD, Vw)=PH, 
再 者 ,分 二 @(7T) 及 G(f) =g(w())。 任务 锋 生 到 5G) 及 多 (4) 的 计算 ， 
它们 必须 在 区 域 D* 的 境界 y 上 满足 兆 界 条 件 
sD) — ABD BD = G(r), GD 


OCT) 


注意 5'() 在 D* 中 是 单 值 的 。 由 此 接着 得 西数 x$() 一 多) 在 D* 中 
也 是 罩 值 的 。 

车 实 上 ,从 0'O 及 GO) 的 单 值 性 接着 得 在 境界 上 上 x60) 一 罗 ( 是 
单 值 的 。 由 此 知 和 这 画 数 在 5(D 及 图 (4) 没有 奇 点 的 区 域内 也 是 单价 
的 。 

根据 8 41 的 定理 3 等 式 (1) 是 典 下 面 两 个 等 式 等 价 的 : 
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元 | ; xPD (7) -SB -| T(i, Tdo= 
= 去 | GTIT(, Tdo, (2) 


1 
= 去 | GT TG, Tdo 。 (8) 
址 下 7 是 区 域 D* 的 境界 ; T(, 7 是 得 区 域 的 施 娃 而 欧 核 。 
等 式 (2) 及 (3) 能 简化 。 闹 
P=p+ig, V(t)=p1+ig1o 


调和 画 数 xp 一 p1 = Re{x@O 一 轨 (} 及 x9 寺 qi 二 Im{x$G() 一 图 0)} 在 


D* 中 是 单 值 的 。 公 式 (17) 及 (17:) $ 41 能 用 到 它们 上 。 因 篇 
“p—pi= Roe{xd) —VD), xg+q=Im{x$) + PD}, 
故 , 依 照 已 指出 的 公式 


去 上 | (xp—p TE, Tdo=xBD — VO —ifxg(0) — q1(0)] , 


去 | (xqg— qi) TO, r)do = [BC 十 色 ( 罗 )] 一 全 [Exp(o) +pi(a)1。 
用 i 梯 第 二 个 等 式 。 以 此 与 第 一 个 等 式 相 加 及 相 减 ,我 们 得 : 
1 


| EECD -可 DT var ud -Be) FE) 


| [x — PT tdo= -0+ x) 十 取 (o)]。 


因 5 及 罗 Q) 除 差 一 常数 外 是 完全 伦 定 的 ,於是 我 们 可 说 
x a) 十 Wy (a) =0, 
现在 我 们 把 上 式 代 入 等 式 (2 ) 及 等 式 ( 3 ), 乱 简便 起 见 , 北 规定 : 
1 


高 |, cCDTG Dac=4G@， 二 | RITE, Vdo= — BO), (4) 
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我 们 了 吏 得 到 : 
XD(t) — 去 | SDT (t, Tdo = A(t), (5) 
w+ oD gs) TG tT)do=B(t), (6) 


若 已 知 $B'(7), 等 式 ( 6 ) 立 肇 确定 罗 (t)。 所 以 转 看 方程 (5 )。 将 
寺 方 程 重新 写 出 如 下 式 棕 : 


“BD) 一 地-|， DA) 0, BC do — 


-2 3 人 DT TE, tdo= 4 人 。 (7) 
在 在 D* 中 是 正如 的 , 且 依 昭 $41 的 (28) 有 
B'(7) Tryda 一 EO 
去 |， QT 人 4 0) 
将 得 代 大 (7 ) 冰 对 /微分 ,我 们 得 
) OCT 一 CD T BC7) U0 
BD'(t)— | "(7) Tt )| 和 
-0 A。 (8) 
” 蚤 我 们 由 方程 
7 1 $a) 
(一 5 一 Dy w' (0) (9) 
来 确定 常数 i 于 小 


MAOPUOEIEOR (10) 
将 滨 代 太 ( 8 ) ,我 们 得 新 未 知 面 数 9(D) 的 方程 


xD 一 二 | 总 [ 全 区 全 全 四 人 7) [Fd = A (11) 


2 ; w'( 
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T)—wlt 
我 们 将 葵 境 办 多 y 是 充分 在 滑 的 。 旭 4(D 及 到 | 全 号 7 总 二 x 


x 了 (t,t) | 直 汉 境界 是 束 模 的 。 合 + 趋向 境界 的 某 点 mn 。 在 (11) 中 取 
此 极限 ,我 们 得 积分 方程 


| 元 ee Troy 7) jadc= 


= A'() 3 (12) 


Q(T0)— 


Amx 


在 台式 里 未 知 数 是 在 D* 中 正 有 的 西数 #70) 的 境界 数值 。 
方程 (12) 能 简化 。 篇 此 可 利用 § 44 的 公式 (14) ,由 它 容 易 看 出 


二 机 [全 SC 7) |=KG, z) 一 二 2 ap(T)IN (ft)) 


其 中 (t; 可 是 在 也 中 正则 的 i 的 而 数 , 妇 是 yi。 训 面 的 点 , 六 是 万 
的 像 。 再 者 ,而 数 0 的 是 在 D* 中 正剧 的 且 , 依 照 $ 红 的 肥 式 (21)， 


| Q(T) 2 do=0, b=1, 232， 名。 
现在 对 8(7) 得 方程 
CT0) -| KC ) TO) do 一 2 A(to)。 (18) 


积分 方程 (13) 不 是 弟 列 德 和 蒙 式 的 , 因 篇 积分 中 有 8(7) 而 不 是 
#(z)。 但 是 ,车 把 实 部 分 与 由 部 分 分 开阔 讽 Re{8(7)} 及 Im{8(7)} 篇 
未 知 , 过 方程 能 引 至 一 组 弗 列 德 和 蒙 型 的 两 方程 。 由 此 知 弗 列 德 和 蒙 
交 比 定理 是 可 以 应 用 到 方程 (18) 的 。 

§ 43. 积分 方程 的 研究 ”首先 注意 8 42 中 方程 (13) 的 右 兆 部 分 在 
D* 中 是 单 值 的 。 事 实 上 上 ,由於 § 41 的 公式 (14)， 
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Dep Fee wr 


-一 ] 9 人 (1 T) -地 | O22Mo(t, T) 
4 一 识 |， G(T do = A > G(T do+ 
二 G(T) 1 | 
二 本 去 | (7 一 志 ) 人 do 0 十 三 > Qax(T)G (Td, 


且 在 右 罗 的 所 有 三 项 都 是 在 D* 中 单 值 及 正则 的 。 
现在 设 § 42 的 方程 (13) 已 解 出 且 BCz) 的 境界 数值 已 确定 。 於是 
同一 方程 输出 ?人 在 区 域 误 的 解析 拓展 


8 人 = 二 4(+ 二 | EG, Kdo, 


现在 让 我 们 确定 在 § 42 的 公式 ( 9 ) 中 的 常数 !。 在 8 和 2 的 (10) 中 
县 i 二 a 北 取 该 式 的 共 顽 式 。 列 我 们 得 2 《a) = Co) +Jo'(c)。 将 此 代 
入 $42 的 公式 (9 ) 中 ,我 们 得 篇 砍 定 1 的 方程 : 
MI 到- 区。 (1) 
在 第 一 问题 中 x>1, 且 由 ( 工 ) 确 定 的 ! 是 单 值 的 。 在 第 三 问题 中 
x 一 一 于 且 方 程 ( 上) 演 成 下 式 | 


__ 工 _ gc) 
十] 一 一 襄 ye (2) 


坑 了 在 第 三 问题 中 常数 ! 可 以 确定 ,必须 且 仅 拔 的 是 人 2 的 数值 是 实 
数 。 若 怕人 条 件 被 满足 , 则 
Re(D) = 一 于 二 (2 
1 的 虚 部 分 留 下 来 是 随意 的 。 画 数 6'( 人 确定 得 准 到 形式 答 iaw'() 的 
不 定 项 ,其 a 篇 实 常数 。 
得 到 1(D ,我 们 依照 $42 的 公式 (5 ) 及 (6) 求 得 DC) 及 人 友人)， 
站 容易 验 避 和 过 两 夯 数 痊 出 我 们 的 问题 的 解 。 
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必须 是 实数 的 休 件 是 与 下 式 等 全 的 : 


| ,fidv+fsdy=0。 (38) 


坛 攻 明道 点 。 在 第 二 问题 中 
X 一 一 II， gC)=—(f1t%f,), 
且 $42 的 方程 (12) 取 下 面 形 式 : 


OCro) + | 天 (To， DH)do limz | 7 (no Ct ag, | (4) 


| Fr)=f1+ifs. 
琅 我 们 解 一 个 附带 的 问题: 求解 析 范 数 R(t) 及 SO), 宅 们 在 D* 
中 没有 奇 点 ,具有 单 值 的 达 (在 7 上 满足 等 式 
RCT)+ 人 BO) HHCY = FC 4 OY. or 2. (5) 
按照 8$ 42 的 等 式 (1 着 同居 天 二 此 于 由 我 们 求 得 


S(t) + 让 | (TT(t,T) Ado= 


= 二 | FT vd + 2 0 (6) 


RO+B | OZ Tdo= 


-二 | ?DTG, Dar- 2 证 的 2 全 全，(7) 


RO+| KG, r) RT jar + 2 


1 2 T) w(t) (0 
-| te 人 (8) 


O 在 问题 II 中 等 式 ( 3 ) 指 出 施放 境界 往 工 的 合 外 力矩 是 等 座 零 。 见 [28a]。 
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比较 (8 ) 恒 (4 ), 我 们 看 出 方程 (8 ) 满 足 BR'() =8(t)。 汗 样 砍 完 
R'E) ,我 们 由 方程 (6 ) 及 (7 ) 求 得 RROD 及 S04)， 

各 人 馆 , 只 和 带 的 装 题 的 解 便 有 了 。 现在 玫 记 ROD) =7(?), 5G) =8(2)， 
其 Z=0(t)o 髓 者 , 识 

8 一 丰田 Roelzr(2) +t(2)) = 。 
划 等 式 ( 5 ) 取 下 面 形式 [ 兄 § 40 的 公式 (2 )] 
Sw ti 一 户 二 5 十 于 2 ~ 2 2 
用 az 乘 簿 式 , 对 了 积分 ， 六 到 也 得 等 式 用 演 的 沉 闻 分 则 我 们 得 
J ,ar =|, fidert fey 3 Im (ES)|, Cy doe ay) 


但 ,显然 , 左 兆 的 积分 等 礁 堵 ， 的 入 全 D 的 面积 5 
的 二 倍 。 因 此 


Im( -2 世人 )- |， fi1dt+f2dy, 


所 以 我 们 的 本 题 已 得 到 十 明 。 

过 节 的 所 有 考究 是 根据 $ 42 的 积分 方程 (18) 是 可 解 的 划一 个 假 
定 。 试 车 朋 性 假定 是 正确 的 , 序 不 管 它 的 右 各 部 分 是 什么 , 导 方 程 是 可 
解 的 。 

在 §42 的 末了 甬 篇 遏 弗 列 德 和 蒙 交 比 定理 是 可 应 用 到 § 42 的 方 
程 (18) 上 。 所 以 我 们 政要 体 明 相对 庄 的 次 方程 有 唯一 解 #(7) =0 就 
物 了 。 

发 9(O=0。 则 4 (0 = 0, 且 $ 各 的 方程 (13) 成 需 彰 次 的 。 全 
(zz 是 它 的 任 一 解 。 

读 我 们 注意 , 因 坟 条件 ( 3 ) 显 然 需 户 二 ijP==0 所 满足 ,在 第 三 问题 
(党 x= 一 了 D 中 加 5 的 数值 将 是 实 的 。 依 照 我 们 已 知 的 8) 我 们 求 得 


解 出 具有 和 零 的 演 界 人 条件 的 第 一 或 第 三 问题 的 相应 画 数 golz) 及 加 (z)。 
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sg — tt + TT 


利用 唯一 性 定理 , 容易 求 出 在 第 一 问题 中 p5 (zx) = 0 店 在 第 三 问题 中 
p52) =0i (CO 是 一 个 实 常 数 )。 在 关 十 情况 中 $42 的 公式 (9 ) 及 (10) 
苦 给 轴 (z) 三 0 。§ 42 的 积分 方程 (13) 的 可 解 性 已 得 到 证 明 。 

解 出 第 三 色调 和 问题 后 ,我 们 也 能 解 第 二 问题 , 即 已 输出 施 於 境界 
上 的 外 力 的 弹性 理论 的 问题 。 我 们 将 在 下 面 用 一 些 例子 来 示 出 时 是 怎 
榜 作 出 的 。 

在 无 限 区 域 的 情况 中 的 弹性 理 花 间 题 也 由 类 似 的 方法 解 出 。 在 
$ 46 中 我 们 将 用 一 个 例子 来 示 出 在 竹 吉 上 述 的 方法 怎样 遭 到 改 缕 。 泛 
训 我 们 仅 注 意 到 车 区 域 D 是 无 限 的 ,人 条 件 ( 3 ) 不 是 必要 的 。 

$ 44. 累 连 通 区 域 的 情况 。 试 关 明 在 当 了 区 域 忆 是 单 速 通 的 情况 中 ， 
§ 42 的 积 从 方程 (18) 怎 榜 改 炙 。 兮 画 数 z=o(C 使 |t| <1 的 图 保 角 映 
射 到 区 域 D 上 。 又 设 5=a(r)。|1+| <1 图 的 施 塞 而 菊 核 ,如 已 知道 了 
的 ,是 


t 
T(Gt 7) = (1) 


& 42 的 方程 (5 ) 取 下 面 的 式样 : 


xD(t) -去 | 5 —— D7)— 二 do = 二 | ,9 tdo, 


， 注意 在 图 周 上 do 一代, 我 们 容易 化 演 方 程 成 下 式样: 


xi 的- 于 | 《2 Da 40'= wi) Varto", (2) 


y OT) 7T 一 ! 2774 


其 中 0' 及 0" 是 不 可 的 ,等 从 


;'_ 1 WT) “7 1 
CO -元 | res GB'(Tt)dg, O'= -去 | G(T)Ado 。 


在 方程 《2 ) 的 左 光 部 分 中 积分 的 分 子 中 加 .上 o ( 力 然 后 减 去 w (让 。 肌 
我 们 得 
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一 一 一 一 -i 


/ Dalt) of BT) dr jp 
Oi) oe |, 0) to 


一 - 1 | 3 Varto", (3) 


2 
再 洪 , 依 照 § 41 的 公式 (23) 
了 工人 WO) ti 工 ( G0), 
or ), WwW'(T) T~ do 47 |) es 
_ I |. DT) GT _ (0) 
2 Jy wT) T—t 0) 


且 方 程 (3 ) 取 下 一 形式 : 


ODTOT) I(T di w(t)B'(0) 1 

DO rr) I a CO 

=AC() +0" 。 (4) 

污 次 我 们 表 记 了 

/ 4(D)= 吉 5] Q() 1 - 
微分 (4 ) 莫 ,如 在 § 48 中 , 裔 
DD'(#) | 十 OO (有 ， 

其 中 / 由 等 式 i= A 
检定， 各 人 亲人 


在 性 等 式 中 若 t 是 才 界 的 加 41(t) 是 过 画 数 的 境界 值 , 则 它 就 是 
未 知 画 数 8( 站 的 稿 分 方程 。 导 方程 篇 H. . 穆 斯 时 里 施 灯 利 所 得 到 的 。 
沪 我 们 注意 称 斯 黑 里 施 亲 利 方程 的 一 个 重要 的 奇 性 。 若 映射 丽 数 


w() 是 有 理 的 , 旭 方 程 (3 ) 的 核 是 退化 的 。 事 实 上 , 合 w( 引 = ~， 
其 中 p(t) 及 gq() 是 多 项 式 。 盎 
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rg 


ne 一 一 .mm 


OCT 一 ob DCTD g(t)—p(t) 90) 
T—+t 


在 +t 时 分 子 化 成 震 , 所 以 是 可 用 + 一 t 除 昔 的 。 运 相 除 的 商 是 一 个 
及 的 多 项 式 。 我 们 把 它 写成 下 形式 
PCD 9D) 2H) 9) -六 guo。 


现在 方程 ( 3 ) 的 核 有 下 式样 

nt HL |) ey, (6) 
目 显然 过 核 是 退化 的 。 现 在 , 依照 $4 中 的 订 明 ,方程 ( 3 ) 已 得 其 有 限 
形式 的 解 。 

得 样 , 我们 得 到 穆 斯 黑 里 施 利 定 理 :车 有 理 而 数 将 图 映射 到 区 域 D 
上 , 划 和 划 区 域 的 弹性 理喻 的 基本 问题 得 其 有 限 形式 的 解 。 

$ 45. 同 集 点 的 机 圆 刺 ” 试 考究 下 两 同 焦点 机 图 所 限定 的 一 个 恒 : 
J 


Qt—6 


vw 
1 a 


说 oo> ax (图 9 )。 设 环 的 境界 上 施 有 外 力 , 其 分 作 是 已 知 的 。 乱 简单 
起 见 ,设施 辩 每 个 酉 加 上 的 外 力 的 合 向 量 
各 等 基 雾 。 在 过 情况 中 高 竹简 夯 数 p(z) 及 
yz) 在 环 中 是 单 值 的 ($ 40)。 
依 曲 狠 策 分 外 力 的 分 力 ,我 们 得 应 力 
画 数 的 微 商 的 数值 ;这 样 所 确定 的 有 不 定 
9 常数 项 , 退 些 项 在 Lo。 及 五 上 各 不 相同 。 
在 Zo 上 献 随意 地 固定 它们 ;在 Zi 上 它们 是 暂 不 雁 定 的 。 用 /() 表 计 


f(O =i CF, +i 
的 数值 。 旭 高 泵 刹 面 数 满足 境界 式 


的 入 加 
OTDR [do Ent 
利用 画 数 
加 oD —§ (tp + pm); 
其 中 otV oo AtvV oo 


C ， C 
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(1) 


(2) 


得 把 同 焦点 柚 圆 环 映 射 到 两 个 出 图 上 。 温 榜 Lo 及 五 化 成 与 之 相应 的 


两 圆周 
1 
[+ | “Voi 
|tj=~V9; 
gq=- 人 2 
Pp1 
用 yo 及 ?1 家 和 站 两 贺 轿 的 圆周 。 
现在 才 寻 


b=o7), Po)=BE, yo))=VO, 


fot))= FD) 


《3 ) 


此 外 , 用 呈 者 和 在 i 上 等 谎 老 及 在 ys 上 等 基 0 的 数值 。 在 ( 工 ) 中 换 


手数 ,得 
~ pnp] TT 
$7) 十 一 一 rpPop gt) 十 中 (7) =F(7T) 十 B ， 
Pop1 BY popr 
辕 环 的 格 隐 补 画 数 是 已 知 的 @, 即 


@ 齿 , 例 如 [4] 及 [24]。 在 [4 中 格 蜡 称 酌 数 的 式 子 有 钳 。 


< 


(4) 
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MG DD)=—Ing+t (D+ nit Snr—In(r—) — 
2 lIng 2 
_ SS "7 ) 二 _ >) 
Sn(l 4 Sn( 4 本 


十 > ln(1— gir) 十 > In(1 — 2 一 )- a(T), (68) 


其 中 a(7) 应 加 样 确定 , 它 使 图 环 上 某 点 4 不 MG 7) 的 有 虞 部 分 细 戊 震 。 
由 (5 ) 得 出 施 痊 而 奖 核 的 下 面 形 式 : 


9 In jz| 1 or 9 /1 
T(t, DD = (+ Ing 他 )Int- 7 二 1; 丈 + 坟 (mr oC7))— 


oa gq"—1 .9 co 并 一 二 1 or 
> 1— 一 OF Dy + 之 1 和” £72 ov © ( 6) 
tT 
注意 , 面 数 去 十 全 于 一 和) 


在 一 中 是 调和 的 ， 在 外 圆周 上 等 於 零 ， 在 内 贺 周 上 等 区 1 它 的 法 稼 微 
商 依 8 入 , 用 ao1(7) 来 表 记 , 它 是 与 在 环 中 任 一 正则 画 数 成 正 交 的 。 
公式 (6 ) 是 可 略 加 改变 的 。 首 先 ， 


Grdo=idr, do=—idi。 


现在 在 ( 6 ) 中 浓 去 分 母 含有 i 一 7 的 各 项 。 试 考究 在 第 三 及 第 四 和 项 中 
的 第 一 项 : 

— EA 
A=— 1—gtt {ay 1_ 9 tr Ov "dag 


tt 


27 0 1 Dr ; a t 1 ) 


tr Op 1—gtt 7T(iT—g)/° 


在 图 周 7: 上 5= 了 ,所 以 


3 


同 焦点 的 檐 甸 环 207 
igd/ tr Om Nl | 
4 T” (Fs 二 i ei 
正 与 比 同样 我 们 求 得 ,在 + 一 二 -的 Yo 上 
-i tl 
4= 计 一 一 er 
引入 画 数 p(t, 7) , 襄 
tq 
2 在 Yi 下 
pb = OT ; ) (7) 
vq 
T(t —qg27) 在 六 下 
则 A=— p(t, 7) 
i(T—1) do 
现在 - 
T(t,7)=a(T)Int+ Hi 3 5 p(t, ) E+ 
9 (4 9 _ di _ 0 dr 
Tay (mr -oD )-i2 #1 > 二 大 二 和 语 上 一 922T 三 一 


,= g2"+11 dr _ ” gq" QT 
全 1—g2"+titz do ?之 工 


现在 试 作 出 核 (ft, +)。 我 们 有 
w()—o() = T= popl tr 一 工 


~V popi YT 
因此 


名 [ET 7)|= 一 二 re as)In 十 


2 7 di) (pp ir- Dr 
全 ti27(popi72 一 上 二 ) do t27(po pi1Tt 7T2—1) ai(T)+ 
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3 fF Cr—i)(popitt— Dr vd 
| | fT(popi tT—1) p( ,| do 


ot 
9 (Tt—t)(popitt—1)r1 2 了 1 
oat 


十 9 A hie | 一; 
tr(pop1 Ti:—1) 
dT .之 20 了 3 dt 


i 和 
i=1 一 020T d 


(7 nn 二 1 1— qt do 


eo 2nf dr 
Sion Got 


ee 2n-fI fr 
pe) al 
及 


K(t, Tdo= I 开 


-~ ~ ”dd 十 
4 $275(pop1T™ —1) 


ll (7 一 tf ) (pop1 tT ldo 十 


dr tT(pPop1 研一 


1 9fG-iCpoptr -De ori 
+ | + 


工 9 (3 —¢) (pop1 tT—1)v f d 

a | tT(pop1 t 到 一 工 ) 下 | 的 
ptr Dr i 9"tdr 

一 tT(pop1 T2 一 1) | “各 Cragm) 


> 2n T+ ee 32n+1f dT ee 2n+1 一 
i) C9) 
就 将 尼 (b 7) 分 解 成 1 的 劳 润 灿 数 。 在 导航 数 中 保留 有 限 的 项 数 ， 

我 们 近似 地 使 核 Ct, 7) 退化 。 短 榜 我 们 得 到 我 们 的 问题 的 近似 解 。 
篇 幅 的 不 足 使 我 们 不 能 较 详 昼 地 款 褒 划一 近似 解 。 廊 我 们 介 注 意 

下 一 点 。 解 积分 方程 式 ,我 们 得 形式 篇 梦 润 级 数 ( 著 所 代入 的 核 ( 9 ) 是 

退化 的 ,得 航 数 是 有 限 的 ) 的 Ct)。 现 在 在 公式 (1 ) 中 坛 遵 样 地 滤 定 
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常数 0， 伟 在 西 ( 的 式 子 中 含 肛 的 项 不 复 存 在 。 浊 选择 使 56(D)， 所 
以 也 使 p( 将 是 单 值 的 。 和 过 些 就 保 征 位 移 的 单 值 性 。 

$ 46. 炙 四 形 乏 的 外 域 “在 本 节 中 我 们 发 立 北 解 出 从 优 限 平面 取 
去 两 个 拉 得 很 长 的 孵 形 区 域 图 10) 后 所 得 的 区 域 D 的 弹性 理 座 的 第 


一 问题 。 
/2 L, 


图 ”10 
乱 简 单 起 见 我 们 将 发 施 藉 曲 糠 51 及 Za 的 每 一 个 上 的 外 力 的 合力 
等 长 零 。 央 我 们 必须 求 在 六 及 到 外 面 是 正则 的 且 满足 泪 界 人 条件 


Li 上 , 
pO + LTO 


f(t)+0O 在 [Is 上 
的 画 数 9(2) 及 由 (2)。 / 

关於 卵 形 穆 世 及 Ls 的 形状 我 们 作 下 一 假设 , 停 使 我 们 的 问题 的 
解 简单 化 。 

利用 画 数 

rbf* dz 0 
op lkr| 70 cy (2) 
把 沿 着 实 轴 的 (一 5, 一 a) 及 (a, 5) 两 儿 段 蕉 得 的 焉 面 映射 到 
1 
> 
g < 天 <V7 


(1) 


的 图 更 上。 在 过 右 已 设 
一 各 下 ”人 dz 
了“ K=| er 
ff 
Kt -| a 


Mr 


@ 见 , 例 如 , [241。 在 过 夷 我 们 利用 了 exp 4 二 e* 的 符号 。 
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内, 最 后 , 4 一 也 ,办 一 Y 工 一 她 。 在 孵 形 粮 的 外 面 我 们 设想 另 两 曲 粮 ， 
( 2 ) 的 映射 使 它们 化 成 |t|= gy 及 |i| 一 % 笃 的 两 国 周 , 其 qi 是 一 个 
比 9 大 且 瞄 9g 充分 地 接近 的 数字 。 画 数 ( 2 ) 把 区 域 忆 映射 到 
gi < 1#| <qgr 
的 图 环 上 。 
对 z 解 方程 ( 2 ) ,我 们 得 


2=w{(t)=a sn (In t) , 


其 中 sn 是 雅 可 你 椭 图 画 数 。 在 (1 ) 中 说 《=w (2) 虽 用 通常 符号 ,我 们 
积 巴 它 恒 前 节 相 辣 的 界 兆 人 条 件 


wT) BC CT F(T) 人 在 7Y: 上 
A zero 在 ?ya 上 ; 


(3) 


用 及 ys 天 志 图 周 |r|=q 了 及 |r| qr。 用 通常 方法 我 们 得 方程 


BC) + | C7) -BD'(T)T(t, Tdo = 
1 


w'(T) 


CO 


= TOTG, Dar+ 后 | TC, dr, (4) 


2CD+ 元 | gir) TC t)do= 


-二 | POT d+ |), TG Ddr 。 (5) 


在 性 训 了 表 记 图 环 的 全 部 境界 。 

与 一 般 情 况 中 一 样 , 若 8'0) 是 已 知 的 ,方程 (5) 志 接地 确定 罗 (4)， 
旧 仅 研究 方程 (4 ) 就 钢 了 。 

现在 注意 下 一 点 。 因 篇 区 域 D 是 无 限 的 , 画 数 z=w () 把 环 的 襄 
面 变 到 无 突 带 ( 朗 wo( 一 1) = <o), 所 以 在 那 训 ao 人 不 是 正 妈 的 。 若 我 们 
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对 方程 (5 ) 作 上 与 §42 中 所 利用 的 相同 的 多 换 , 则 计算 的 最 化 关 到 廊 程 
[ 见 § 42 的 (11)] 


900)+ 让 | 六 [TG | TD do hs) (6) 


但 是 , 解 什 式 合 ,我们 没有 解 出 我 们 的 问题 。 事 实 上 , 由 方程 (6 ) 确 害 
境界 值 8(7) 人知 ,我 们 利用 这 同 一 方程 4 6 ) 解 析 拓 展 六 ) 到 环 的 右面 。 
漠 样 ,由 亦 在 积分 吉 有 一 ( 妨 项 的 存在 ,一 般 地 谣 , & 人 坊 得 由 是 在 环 中 
非 正 则 的 ,所 以 就 不 短 蕉 信 强 性 理 芥 的 问题 。 

我 们 试用 下 法 改色 方程 (4 )。 在 其 中 分 {= 一 1 店 把 所 得 妊 采 由 
(4 ) 减 去 。 我 们 得 下 一 方程 : 


G( 贡 一 下 (一 四 十 去 | 人 [TG, 7)—T(-1, DB)do= 


= 云 | Fr 人 本 一 和 (一 1 7)]dot 


+ 后 | TG, -Tl1, Dac。 (7) 
在 左 兆 的 积分 中 的 式 子 的 分 子 训 我 们 试 减 去 再 加 上 w(t)。 注 意 
1 OF 
去 | [了 (5 TD) 一 人 人 一 工 7)] oC) 0 一 0 。 (8) 


事实 上 ,而 数 加 6 妈 在 弄 中 是 正则 的 , 且 依照 $41 的 肥 式 (28) 


1 G (7 1 (a) 
在 | ?0 DY 


坦 在 环 的 骂 面 的 任 一 ! 处 是 恒 然 正 砍 的。 特例 地 ,在 t= 一 1 威 


1 BU) jg 1 a 
Pe A 
从 前 一 等 式 沽 去 过 式 ,我 们 得 等 式 ( 8 )。 

现在 等 式 ( 7 ) 取 下 一 形式 
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GH) —B(—1)+ 


1 1 oC7)—o(t) 
+ 六 | w'(T) 


ETG, 7 一 下 (一 DIV (TAT= 
= 去 | FITG, 7)—T(—1, tdo+ 


+ 后 | LT(t, 7 一 太一 1 7)]ac 。 


在 示 等 式 中 左 瀑 的 积分 的 核 在 环 中 是 正 旭 的 。 对 上 微分 ,得 : 
50D+ 击 | 序 让 区 ro DC Dao- 


1d 0 dd 
-主页 | DTG Dart 入 各 ,T(t Dar。 (9) 


”图 环 的 施 塞 而 共 核 Gf, 呈 是 用 8 45 的 公式 ( 8 ) 来 从 定 的 ,在 肖 及 
式 鼻 伐 须 以 01 代 赫 过 0 : 
也 同 有 限 区 域 的 情况 一 样 , 在 (9 ) 的 左 滤 可 能 从 积分 喜来 去 含有 
画 数 


_9/1i, lnl7| 
mn(Dnt= 夯 ( 半 + 寻 -In 


的 一 项 。 我 们 试用 天 忆 7) 表 记 核 的 饼 下 部 分 。 现 在 我 们 来 到 未 知 丽 
数 篇 $8 (2) 的 方程 : 


P'(#) 二 | kK(t, DTdo= 


.1d Og 
-| F(T drt | TG, zydz， (10) 


它 的 核 作 篇 t 的 尔 数 在 豪 面 是 正则 的 。 
就 表 记 | ,FOOTG, nac=4G)。 


在 (10) 的 布 挡 的 第 二 个 积分 可 简单 地 计算 。 事 实 上 , 积分 


此 
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1 
去 | T(t, tdo 


是 一 个 在 也 喜 面 解析 的 夯 数 , 尼 的 实 部 分 在 Y; 上 等 座 一 ,在 7 上 等 秦 
震 。 画 数 


ln 二 
ln wa 2 


满足 遗 些 条件 , 且 上 一 积分 刁 此 仅 能 有 一 范 虚 常数 的 差别, 印 


1 Int ,1 
坟 | T(t, ?do 一 设 半 十 吉 十 细 。 (11) 


就 将 此 代入 (10)。 设 ro 篇 在 了 上 的 一 点 。 个 二 wo, 我 们 得 积分 方程 
Br0)+|, EC, DB)do At) + (12) 


也 同 有 限 区 域 的 情况 一 榜 , 可 能 体 明 方程 (12) 永 是 可 解 的 。 解 得 
方程 合 , 浊 楼 地 寻 定 C 伸 使 夯 散 D1) 的 劳 油 级 数 中 没有 含有 二 的 一 项 。 


到 60 在 环 中 将 是 单 值 的 ,而 我 们 的 问题 就 已 解 出 了 。 

篇 了 实际 解 方 程 (12), 可 能 分 解 玉 (t, z) 成 林 润 级 数落 在 天 级 数 中 
保留 有 限 的 项 数 。 在 论文 [24] 及 [2 四 中 ,方程 (12) 是 在 g 及 9: 是 很 小 
的 情况 伸 能 略 去 它 个 的 大 礁 一 的 需 蛙 得 到 解 出 。 在 和 鞍 两 葵 广 中 ，j(2) 
在 性 质 上 党 作画 数 


f(O)=2 [tL+ 1- (13) 


其 中 小 及 m” 是 和 常数。 在 两 休 夏 且 上 地 的 压力 问题 便 多 认得 一 情况 。 
起 简短 地 引出 得 一 解 。 在 者 豆 我 们 将 不 阅 秋 地 作出 计算 ， 而 大 部 
分 仅 葵 出 它们 的 车 果 。 首 先 ,在 了 了 豆 面 w 坟 分解 成 级 数 


oD)= 季 [- 二 +31t 训 (D721"- 去 )]- 


m=] 


一 RH 十 wolt) © (14) 
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再 者 ,在 (13) 中 届 【=w(z) ,我 们 得 
FrD) = 号 (Lofr) 十 二 (1 一 mo 


及 4(D= 委 G+ 由 ,二 | oo DT Dao 
二 各 (一 有 "二 | wo(T I TS, Tdo— 


— ee T(t, Dact (1—m) ， vd ndaf。 (15) 


砂 数 oo 〇 坊 在 了 可 面 是 正则 的 , 且 在 (15) 中 的 首 两 积分 可 根据 841 
的 会 式 (22) 及 (23) 立 剂 得 到 。 另 两 积分 的 计算 是 补 杂 的 。 作 出 这些 计 


算 泪 仅 保 留 袍 低 次 项 ,我 们 得 (12) 的 右 洁 部 分 的 式 子 
4+ tt + 


+ [C+n)gt (1—m)g] 二 -2[(1+n)g+ (1—)gt— : 


—2[1(1+n)g + (1—n)ail +3[(1+n)g 二 (1—n)gilt? 十 : 


jadrpr a or Lo) ObE (6) 
”在 核 上 (#, ?7) 中 仅 保 留 低 次 项 ,我 们 用 具有 退化 核 的 方程 代 赫 (12): 
A (+ 
ra ee a (ta 
i 
和 条 “二 二 + 你 4 2 ert 
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一 一 


ib | 001 AOE 下 420 | (HY — 


4K'ti)y, Tv or) 4 天 Ti f(T 十 工 ) 
-3 Dr) 1 i me 7 DO dr- 
2(07 十 工 ) TO 4K'7TiJr rrt+1) wW'(T) 


=B(rto)。 (17) 
篇 了 简短 起 见 我 们 用 了 B(To) 玫 记 (16) 的 数值 。 从 方程 (17) 显 而 易 见 


BD'(T0) =B(To) + Dot+ 十 一 2- TT 一 a- A + (18) 
将 此 式 代 入 (17) 庇 比较 相同 Yo 需 的 公 数 和合 , 我 们 得 到 一 组 具有 未 知 数 
Do,，…,， Ds 的 五 个 方程 。 在 宪 们 之 外 何须 加 入 第 六 侦 方 程 


harb 
Di— oki'no, In gs = 一 一 ( 工 一 一 Oo) 一 0， 


节 才 过 出 5'(2) 不 合 有 具有 的 一 项 的 过 一 事实 。 


解 直 和 组 方程 谷 ,我 个 求 待 
Do= D;,= Ds=D,=0, 
hm’ bq 
Di= -HREF mt tt tngl], 
0,=1— w bl lt+n)gt+ (Tngd 
20K “(1+k)Q 
因此 ,方程 (12) 的 近似 解 将 是 : 


DB'(t) = SN Ln) gl (I+ 去 ) 
—2{(1-+n)g+ (1—n) go ( 十 寺 ) 十 


+83[(1+n)g 4 由 (ee 二 
8 41. 关於 逐次 迫近 航 数 的 收 伍 性 ”我 们 已 注意 到 , 8 42 的 积分 方 
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程 (13) 是 与 两 侦 弗 列 德 和 蒙 型 方程 组 等 价 的 。 篇 了 建立 过 方程 组, 我 
们 说 
DCT) 一 DZ) 十 ?94z)， 玉 (roy T)= Rv, T)+id(To, TD 
LAT) = Ar) +iAs(7); 二 一 X。 (1) 


现在 将 $ 42 的 13) 中 的 实 册 不 璀 部 分 分 开 , 我 们 得 遭 所 指 的 -一 组 人 
pro) 一 让 ARCro, pT) THCro, tg) do = Airo), 
| 2 
gm 一 对 (SC Dp) Rm, gD dr = Aal mm), 


并 雁 方 程 租 (2 ) 我 们 武吉 明 下 一 定理 @。 

定理 1， 方程 租 (2 ) 的 特 徽 值 他 是 密 的 , 且 其 想 当 侍 是 大 礁 -， 

弗 列 屯 交 比 定理 使 我 们 能 用 于 一 霄 述 来 代替 定理 工 中 的 提示 。 我 
们 也 上 将 证 明 间 一 表述 。 : 


若 入 或 是 一 神 数 ,或 是 一 先 对 值 不 大 从 一 的 实数 , 卓 章 次 方程 组 


和 


p(ro) 一 | LRCro, pC) + SCro, | 
7 8 ) 
(一 | [SCn pC) — Blro, g(r)1do =0 

” 似 有 恒 等 认 需 的 解 p(7) 二 0, (7)=0。 


就 先 考究 实 和 的 情况 。 旭 || <1。 用 i 乘 ( 3 ) 的 第 二 个 方程 ,再 
与 第 一 个 相 加 。 仍 表 记 pC7) 十 ig(7) 二 8(T7)。 草 


dC) —N)] KG, D5CDdo=0。 (4) 
能 锡 提 出 的 有 下 烈 各 种 可 能 性 。 
(a) 0< 和 <1 。 方程 ( 2 ) 旭 解答 在 境界 上 无 位 移 泪 傈 数 x 一 并 的 第 


OO ” 洗 其 鹿 违 通 咯 域 的 情 沈 选 定理 已 入 1. H. IIepxag [87e] 所 中 明 ; 省 让 明了 世人 能 简 寞 
地 移 到 向 回 通 区 城 的 情况。 
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一 双 炎 和 问题 。 依 照 $43 中 的 订 明 ,方程 (4) 及 与 其 相 随 的 方程 粗 (3) 
仅 有 恒 等 於 等 的 解 。 

(6) 和 = 一 1 。 方 程 (4 ) 解 答 所 求 双 调和 夯 数 的 微 南 在 境 分 上 的 数 
值 是 司 的 第 三 双 绸 和 国 题 , 且 和 过 方程 也 仅 有 恒 等 代 竺 的 解 。 

(3) 若 -1<X<0 或 和 =1, 裔 入 = 一 禾 , BC) 一 凶 *(r)。 方 程 (4)， 
在 去 掉 ? 和 盒 , 迪 成 下 却 


gr(m) 一 | KCro, IC)do=0 (5) 


在 坦 吉 或 者 0 一 M* <1, 或 者 入 = 一 1 。 由 崔 (a) 及 (6) 所 还 ,方程 
(5 ) 仅 有 性 等 评 雾 解 好 (rz)=0 。 但 则 六 7) 三 0, p(T)==4(7) 三 0。 

现在 兮 入 是 槛 数 : 入 = 和 十 和 as 站 Msx0 。 满 足 方程 组 (8 ) 的 画 数 
p(T) 及 9(7) ,在 秆 情况 中 ,一 般 地 交 , 也 将 成 篇 入 散 。 裔 p(7) 一 Daz) 十 
+ip2(T),，9(7) 二 qi1(7) 十 igo(7)。 在 (3 ) 中 实 虚 十 部 分 分 开 和 合 , 我 们 共 
了 冲 组 四 个 积分 方程 : 


D1(To) -| ER(To, T ID TE ST, T9117T) da 十 


+)je| [LRCro 7)paC7) +8Cro, 7) gCT)]do =0, 


7 


pa(m) 一 ja| LRCo, spt) + SC, TqCr)]do— 


7 


-| , [RCro, tp) + Sro, 7)ga7) do =0, 


giCro) Ma) [SC Tp — Bro gCr)ldot 


7 


(6) 


[SGroy 7)p2(7)— R(To, 7)g2(7)1do=0, 


Y 


十 入 2 


7 


一 人 1: [SGro， T)Ps(T) 一 全 (ro， 7)oz(z)]dc 一 0 。 


7 


| 
gd2(70) — -ja| [SC pnCD- — RCro, Tryoi(r)1dc 一 
1 
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po mm PP Oo 


我 们 用 % 乘 半 组 中 的 第 三 及 第 四 方程 , 论 分 别 毁 第 一 及 第 二 方程 
相 加 。 现 在 引入 
Pit Higit) = 7) pst)+iga(t)=W7) 
的 裴 记 ,我 们 得 


pC) —h| K (ro, RC tl K(so, Tido =0, 
’ " (7) 
pa(70) —Ns] E(w Dm- EK(ro, DE)do =0. 
试 较 详 夯 地 研究 方程 租 (7 )。 核 玉 (bz 在 区 域 D* 中 是 正 旭 的 ; 
由 此 知 满足 方程 组 (7 ) 的 函数 仙 (To) 及 加 (ro) 是 在 D* 带 面 可 解析 拓 
展 站 在 半 区 域 中 基 正 上 则 锡 。 但 是 在 导 和 情 况 中 它们 是 与 ar(7) 正 交 的 。 
回 居 公式 ($§ 42) 


新 可 [eT 可 = 2 名 
我 们 相信 
| K(t, HCIdo = 玄 |， Tt, n) |BCao, 
j=1, 2 。 


将 此 代入 (7 ) 中 我 个 利用 所 得 等 式 解析 拓展 到 区 域 D* 喜 面 的 点 +: 
f(t )— 二 | TG, 7) | [A181(75) 一 和 ago(z)]dc 一 0， 


5- 而 | eT, 可 ] DD + hdo 0 


试用 0 及 0 所 表 如 加 (的 及 如 的 不 定 积分 。 试 对 了 上 积分 上 两 等 
式 。 通 党 地 还 定 任意 常数 使 01(t) 及 Va(t) 恰 如 定义 所 规定 的 ,我 们 得 


CO 人 TG, 7) [MT — N02(7)Jdo=0, 


(8) 


0 一 村 | ES Tt TID + hd =0, 
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一 -一 


上 两 式 可 能 节 化 。 事 实 上 ,依照 8 41 的 公式 (23) 
二 | NCT) 一 和 abakr) pe tT)do = Mi(0)— -A ) ， (9 ) 
(7) | 


4r 7 C0) 已 aa) 


1 No01(T) 二 MOLCT) Tdo = 1 N01 (0) tA (a) 10 
TC Dd ro (10) 
试用 及 6s 表 记 ( 9 ) 及 (10) 的 右 渴 部 分 的 常数 。 更 在 方程 (8 ) 可 能 
窟 成 


6- 去 | OT) TE, TMT — NDT) 1do + hi wt)=0, | 
(11) 


w (7) 
9) 一共 | 全 EC TD) BIC) + NBC] do + hs old) =0 
试 设 w(4) = 一 0 。 壮 可 仅 由 tt 玫 面 中 原点 的 址 择 来 砍 定 。 现 在 起 利 
用 公式 


JL OZ T 1(7) —A202(T) do = 
Wi) -| MT, DO) ~ "| jy 


s(t) — 直 | PC, DI HO) 1do =0 


来 砍 定 十 个 新 的 解析 画 数 罗 1() 及 罗 (t)。 江 齐 地 可 能 证 朋 责 数 O16) + 
十 要 1(t) 及 9.0) 十 轨 s() 在 D* 中 是 单 值 的 。 再 者 ， 人 AS 人族 
得 在 ?7 上 实现 等 式 


Q(T)— -一 污 和 < -079 [EN 员 Cr) 一 A (T+ 7)+kiw(Tt)=0, 
@!'(T) (18) 
024T) 一 03- AsO (7T) A025)] 十 多?(T) +ksw(T)=0., 
应 用 § 入 的 定理 3 放 等 式 (13) 的 每 一 个 和 个, 就 可 能 立刻 相信 壮 点 。 划 
我 们 得 到 (11) 及 (12) 十 天 保 。 


届 
OA(t) = Bit) 十 oj 有 7 一 工 ,2， (14) 
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业 址 栋 地 玩 择 ci 及 as 你 使 (13) 中 合 有 wt) 的 各 项 浓 去 。 篇 此 a 及 aa 
必须 满足 下 方程 粗 
0 一 和 1401 十 aco 十 在 一 0 
ao 一 和 sa01 一 和 ago 十 8 一 0 。 | 
不 肉 广 有 验 , 津 做 0 时 站 组 方程 是 可 解 的 。 
回 到 法 数 z, 届 人 = 及 w(7) = 二 5。 裘 写 
BAD =9K(2), PAD=S2), 
现在 等 式 (13) 取 下 形式 z 
91C0) —L hg — hg) + =0, 
paCL) —L Nop) + hp2dd) 1 +t) =0 。 
上 两 等 式 相 加 熏 相 碱 , 我 们 得 
gi) — Nit Nh) gl) 十 让 人 ) 一 
一 —g2) + Ni ~ NM) pC) — Wad), (16) 
p16) 一 (一 和 六 gt) + ht) 一 
= pot)— N+ Nh) got) + hd) 。 
等 式 (16) 在 境界 工 上 生效 。 
评 引 人 考究 在 区 域 也 中 篇 天 傈 式 
Wool=912) 一 (和 十 和 2)2904(C2) 十 四 (2)， 
W232 P12) 一 (Nj — A)z 2) 二, 
Wi —p2(2) + Ni — Na) p20) — hol?) 
TA LA TOAOERAC 
所 确定 的 实 夯 数 好 (2， 9), Viz, )，…, 名 (2 Y)。 
用 过 些 表 记 等 式 (16) 篇 成 : 
在 LL 上 


(18) 


UI 十 VI 二 UI 十 V1 2 十 外 二 好 十 多。 (17) 


再 引入 裘 记 
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p12) = 十 240， pa(2) 一 信 十 29 o 


不 兰 建 立 下 面 比 等 式 的 正 能 性: 

Oul ;OVI OPT, aol ao og 
to XN go Dy TTA) Dg 

1 1 1 1 1 

2 二 20 一 20 一 和 ) 泗 ; 2 IFh mL, 

90 oy 20 oy 1/ (18) 
9 好 ,90 ,0 3 好 ,9g 

3 十 3 一 一 2 一 ja 二 和) SL 3 一 21 一 i 苞 ， 

6 3 9g 


由 (17) 显 然 得 出 下 面 缘 等 式 的 正确 性 : 


j,[- CA -2 ijdz|= 


有 


9 
| 和 


-| | - ~ (9 4 (2 op 29 
L 2 (19) 
| 
-| [各 8+ 入 吉 y+( 委 全 - 当 友 go 
|- 络 时 血 W+( 血 9- 息 中 |- 
| 


将 (197) 中 的 积分 依照 格 降 公式 沟 成 重 积分 。 引 入 琢 计 
i 入 ) dz dy = 4;, ME (SE) drdy=B, j=1,2, (20) 


D 


D 


| 每 过 qr dy= hss, | | dr dy= Bu。 (21) 
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一 rr re 
一 一 一- 一 5 EE dd 


利用 恒等式 (18) 及 两 数 p' 有 反 9 的 柯 西 - 歼 党 已 程 ,我 们 由 (19) 得 : 
(1 十 和 十 Ae) 十 (一 和 i 一 和 2) Bi 二 
一 一 (1 十 和 一 2) is 一 (1 一 入 iT 和 2) Bis, 
(1 二 和 i—N) dit+ (1—A + A ) B= 
一 (1 和 Xi 十 和 2)412 十 (1 一 人 一 和 2) Bi, 
(十 和 1: 十 和 >) 4 十 ( 工 一 和 人 :一 和 2) 也 2 一 
一 (IT 和 一 和 2)4is 十 ( 工 一 和 十 入 2) Bi, 
(IT 二 和 一 和 >) 4 十 ( 工 一 和 1 十 和 az) 了 2 一 
= 14+ 和 N+) Adis— (1—N— Ns) Bis 。 
由 此 消去 41s 及 Bi 我 们 得 
2 Ai+ ds)=0, 2N( B+ Bo) =0 。 
因 篇 4 及 Bj 此 不 是 负 的 , 且 和 天 0, 族 
Ai= 4A,.= Bi=B,=0., 
2 Op -24 -24 = 
Or Dr On ° 
所 以 91(2) = 92(2) 三 0 。 
又 过 到 到 数 1， z=w() ,我 们 求 得 
D1(t) =B2(t)=0, 
或 以 (从 十 ol ao 人 的 三 0， 多 ( 人 二 aaor 人 有 三 0 。 
由 此 确定 及 Xo [公式 (9) 及 (人 10 让 于 将 它们 代入 (\15) 熏 ,我们 求 
得 cl: = cz?=0 。 所 以 , 人 1() = 二 0。( 引 三 0 。 现 在 回 司 
/ OC) =8(6) =pitig;, 
我 们 相信 p1 =p2 一 qi 二 92 三 0, 且 方 程 组 (3 ) 在 复 和 的 情况 中 仅 有 恒 等 
於 零 的 解 。 定 理 工 已 完全 得 到 十 明 。. 
定理 2， $ 42 的 方程 (13) 的 汉 区 过 近 般 数 是 收 做 的 。 
§ 42 的 方程 (13) 中 的 参数 入 是 实数 , 且 其 绝对 值 是 不 超过 1 的 。 浊 
方程 在 入 是 实数 时 是 与 图 | 入 | 委 工 的 所 有 各 点 都 非特 征 的 方程 组 《8 ) 


但 是 在 过 情 况 中 
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等 价 的 。 8 42 的 方程 组 (13) 的 解 在 得 图 囊 依 和 桥 展 开 碟 泰 光 了 尔 航 数 。 - 
过 就 等 於 说 : 方程 组 (3 ) 的 ,也 就 是 $ 42 的 方程 183) 的 , 逐 灵 人 迫近 裤 数 


是 收 化 的 。 
接着 注意 , 实际 上 逐次 迫近 方法 的 辜 用 是 麻烦 的 , 它 须 计算 大 量 的 


积分 。 


第 三 章 ” 广 闹 的 施 害 而 奖 交 蔡 法 


$ 48.， 平面 上 复 建 通 区 域 的 狄 婉 希 勒 半 题 设 了 是 窗 连 通 焉 面 
区 域 , 我 们 首先 假定 各 个 区 域 是 有 限 的 。 如 前 ,我 们 用 Lo, 7 …， 了 er 
记 作 构成 它 的 境界 的 阴 曲 如, 且 Ze 表示 限制 D 的 最 外 面 的 一 条 有 并 曲 
义 。 此 外 , 用 D。 计 作 在 5 的 办 部 的 区 域 , 而 Dx 记 作 在 上 ;外部 的 区 
域 , b=1, 2,…,n 。 也 显然 是 Do, D1,… ,Ds 的 公共 部 分 。 

衣 U(z,) 是 在 DD 内 的 评 和 夯 数 , 而 VF(w,y) 是 它 的 共 元 函数 。 
记 篇 0(z,) 十 纱 (2, 臣 二 p(z)。 在 831 中 指出 p(x) 可 能 裘 作 下 形式 


p= (D+ hslIn (一 和 (1) 


其 中 p*(z) 是 在 也 内 的 正 卓 画 数 ，4 是 实 保 数 , 日 是 在 五 的 内 部 
的 定点 。 

我 们 将 着 明 p*(z) 可 能 表 作 画 数 的 和 的 
形式 ,和 中 每 一 画 数 在 Ds 内 是 正则 的 。 在 了 D 
内 取 任 意 一 点 * 。 在 也 内 引 开 曲 糠 也, 也 ， 
刀 ， 合 它们 分 别 和 曲 称 六 充 “ 
分 接近 , 使 得 点 z 在 曲 糠 本, 忒 ,…, 到 所 限 
制 的 区 域 的 内 部 (图 110)。 用 万 于 区 ,区 ，…， 


Tar 0 现在 ， Di 图 11 
# [2 “(6) yr (Oy 
9 (2) = 5 | ,EY = 二 2) OD we。 (2) 
Pk(2) 一 > |, ed de, k=0,1,2,.…,%n, (8) 


在 Lob 二 0) 的 内 部 或 在 以 (%= 二 1,2,…,n) 的 外 部 是 正 划 的 。 但 曲 糠 
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| 


可 能 与 Lx 任意 地 拷 近 。 由 此 推 知 pxr(2) R=0) 1,2,.…， n) 在 全 部 
区 域 D; 内 。 可 以 解析 拓展 的 。 因 
p* (2) = pl), : (4) 
从 是 荐 明了 我 们 的 断 首 。 计 
Uv,Y) =Re{gx(2)}o 
则 从 (1 ) 及 (4 ) 得 出 在 D 内 的 调和 而 数 的 表 迷 式 
Uz, 9) = Us +D Ar lnlz—al, (5) 


其 中 Ux《2%,y) 是 在 D; 办 的 调和 而 数 。 在 公式 (5 ) 中 的 画 数 Ui(%, 9) 
不 是 唯一 决定 的 ;事实 上 , 尖 每 一 画 数 可 能 增加 一 个 常数 cx, 只 须 
Qo at ox=0 。 

现在 假如 我 们 能 比较 简单 地 解决 每 一 区 域 D: 的 狄 鲍 希 勒 问题 。 
我 们 指出 ,对 於 解 区 域 DD 的 狄 锐 希 勤 固 题 , 也 比较 简单 地 锯 辕 到 解 革 
一 积分 方程 组 。 

用 wx 记 夯 数 Uj(%,y) 在 境界 Li 上 的 值 。 我 们 取 值 ww(L) 作 
篇 我 们 的 问题 的 未 知 夯 数 。 染 於 区 域 Di 的 狼 铭 希 勒 问题 的 解 弃 然 是 
已 知 的 ， 划 我 们 认 乱 在 遭 些 区 域内 的 格 阳 画 数 Gx(z; 56) 是 已 知 的 。 在 
其 时 ,有 


Uw,D= 吉 -|, (0D -ee ao (6) 


咒 fx(L) 是 需要 求 的 画 数 U(z,y) 在 曲 粮 L, 上 的 值 。 在 方程 (5) 
下 面 的 z=2Z 二 2 了解 作 是 曲 铬 Don 上 的 点 。 在 芝 休 有 曲 粮 .上 U(x,Y)= 
一 fm(2)，Um(2,9) 三 Un(z), 而 Ux(%, 9) 在 其 它 曲 名 上 的 值 由 (6) 式 
决定 之 。 现 在 公式 (5 ) 葵 出 : 
在 Zn 上， wn(2)+ 才 -加 | w(t) 2 du- 


Pe FP 


=fn(2) — Aln|z—zx|。 (7) 
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等 式 (7 ) 形 成 有 末 知 丙 数 wx(6) ,X=0,1,2,…,n 的 弟 列 德 和 蒙 
型 的 积分 方程 和 组 。 傈 数 i 芹 认 篇 是 任意 的 。 

若 方 程 粗 .7 ) 的 右 问 是 任意 已 给 值 ， 刚 滥 方 程 组 没有 解 。 乱 了 确 
供 半 个 事实 ,只 须 杂 明 它 的 对 应 半 次 方程 租 : 


在 Lm 上 ， 
wn(D)+ 思 |,， mt) Ndr0 (8) 
有 不 恒 等 於 震 的 解 。 注 意 恒等式 
1 9G (2; &) 一 
却 | 2 do 三 1， ( 9 ) 


它 意 味 着 在 境界 上 等 蕉 工 的 调和 夯 数 恢 等 长 1 。 从 (9 ) 立 印 显 出 竟 次 
方程 组 ( 8 ) 有 解 ww(2) 一 cn， 此 碟 ww, 是 常数 , 汗 些 常数 的 和 等 於 零 。 
不 座 改 杰 方 程 粗 (7 ) 使 它 蚌 可 解 的 。 设 画 数 5 (CC) 满足 下 休 件 


六 Oar=1 C10) 


而 在 其 余 的 情况 它 是 任意 的 。 将 方程 组 (7 ) 代 作 下 形式 : 
在 Ln 上 ， 


wm)+ 训 加 | 0 [2 -BCC)]ac= 


世 中 
=fn(D) -BAInlz-a|l。 1) 
现在 苯 明 方程 组 (11) 不 窒 它 的 右 端 如 何 是 可 解 的 。 按 照 弗 列 德 和 训 交 
比 定理 来 考 姬 将 次 方程 租 : 
在 Lm 上 ， 


wD+ DS), oO- HE 一 RD ao=0。 (12) 


pu 
及 wo 人 (2) ? V1(2) ， ， 9""') Vn(2) 是 革 方 程 组 的 某 一 组 解 。 用 am 记 下 面 的 党 
其 


om 加 | vdo 
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由 礁 导 个 记 屿 ,方程 粗 (12) 有 下 形式 
在 上 Lm 上， 


va DF 习 ( D0 vb do =an (18) 


27 Ken Ly Ay 


藉 助 从 方程 租 (12) 所 碎 定 的 在 曲 牧 Zn 上 的 值 a(z) , 将 路 篇 是 在 
Dn 内 篇 调和 的 画 数 在 境界 上 的 值 。 我 们 记 革 个 男 数 篇 Vn(z)。 因 区 
域 D 是 单 速 通 的 , 故 Va(z) 的 共 示 画 数 在 Do 内 显然 是 军 值 的 。 作 下 
函数 

VD) = Fw 人 9)。 

芝 个 西数 在 D 内 是 额 和 的 ; 它 的 共 十 丽 数 在 D 内 是 单 值 的 。(18) 式 指 
出 丽 数 (2) 在 每 一 条 曲 少 Do 上 的 值 是 常数 而 等 礁 on 。 和 从 浊 样 出 
发 ,我 们 苯 明 六 (2) 一 常数 。 

引进 所 考虑 的 画 数 io(2) 及 am)[ 阅 5 位, 公式 (10) 一 (12)] 。 通 
要 分 bo(?) 三 1 。 不 允 见 到 


V (2) =aobo(2) + Par—a0) bro), (14) 
由 7(z) 的 音 值 性 构成 麻 注 足 的 恒等式 的 休 件 
|,7 aar=0, b=1,2,.,n, (15) 


净 指 出 恒等式 (15) 当 1=0 时 也 是 正确 的 , 因 篇 党 ol)=1 肝 ， 
m(O)=0。 现 在 对 长 (16) 式 当 1=0 时 乘 以 co 且 沼 4>0 有 时 乘 以 
一 m， 然后 将 所 得 纤 等 式 相 加 。 应 用 (14) 式 ,我 们 得 到 
Jr 6. 
但 在 位 势 理论 中 指出 若 了 了 (z) 在 D 内 是 调和 的 ,期 (v 是 向 外 法 粮 ) 
oV oV \ , /or 
J,7 $a- (az) + 条 小 | 四， 


oV _o __ 
因 之 ,有 m0 V (2) 第 数 。 
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现在 不 将 确信 夯 数 了 (2z) 也 是 常 数 。 车 实 上 ， 
Va) 7) — DB Ve). 

因 V(z) 是 一 个 常数 ,， 划 右 问 的 一 切 项 都 是 在 Ln 的 内 部 的 调和 泵 数 ， 
因 之 了 (2) 在 六, 的 内 部 是 调和 负数 。 但 由 定义 了 m2) 在 局 的 外 部 
是 调和 的 。 迁 梯 一 来 ， 显 出 VV,(z) 在 全 平面 上 是 调和 的 。 由 旬 准 评定 
理 (Te0pema JIEVYBHIIHE J ，P (2 一 常数 。 

现在 在 (12) 式 中 以 常数 代 wn(z)。 应 用 关 傈 式 (9 ) 及 (10) ,我 们 立 
部 得 到 vi(z) 三 0 。 於 是 方程 租 (11) 有 人 解 。 

现在 指出 用 仁 个 方程 组 能 向 解 狄 锐 希 勒 问 题 。 解 方程 租 (11), 第 
一 步 用 f(z) 代替 它 的 自由 项 , 然 熏 用 In|z 一 刀 | 来 代替 。 用 用 。(2) 
及 Wim(z) 袁 示 对 应 的 解 。 基 是 方程 组 CH) 的 解 是 

Un(2) = Wn(2)— 2 4 人 2)。 
到 现在 篇 止 , 常 数 4x 仍然 是 没有 确定 的 ,但 要 求 下 面 的 和 
4= 且 习 | DCOnGoac 

对 於 所 有 住 m=0, 1, 2， Uy % 葵 出 同一 信 。 这 可 答 出 含有 n+1 个 未 
知 数 4, 41,…, 4, 的 (n 十 1) 个 方程 。 求 出 过 些 未 知 数 ,我 舍得 到 下 形 
式 的 狄 狗 希 动 问题 的 解 _ 


Ul(z)= > U2) + A In|z—z|—A, (16) 
对 从 解 变 妨 的 狄 锐 希 荐 问题 将 大 大 地 简化 。 在 导 情 况 4 一 0 及 
0 一 总 Uiz)。 而 数 Ux(z) 可 从 下 面 方程 租 水 确定 : 
在 Ln 上 
Uw) + |, UAO [ME 0]ar=faCs), 7) 
按照 所 提出 的 问题 ,必须 从 fz) 减 去 下 值 
-元 忆 | UDCGac 


Kp 
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得 到 所 葵 的 常数 。 

$ 49， 三 维 区 域 的 情况 “相同 方法 可 应 用 到 解 空间 的 狄 狗 希 勤 问 
题 , 且 形 式 可 大 大 地 简化 。 设 半 从 一 区 域 D 提出 芝 个 问题 ,而 的 境界 
是 由 风 个 不 同 曲面 51, Ss,…, 5 所 构成 。 记 Dn, 篇 以 Si 篇 境界 且 包 
售 区 域 D 在 其 内 的 一 个 区 域 。 在 D 内 篇 调 和 的 画 数 UCM) 8 可 吉 篇 
在 D, 内 篇 调 和 的 诸 画 数 之 和 。 得 可 立即 由 格 隐 公 式 得 出 , 我 们 可 将 


道 公式 改作 下 形式 
91 


So )dS= BUn(M), (1) 


00D)= 去 训 帮 名 


Tr Ov 
且 下 面 夯 数 
2 
ro0- 吉 人 公 可 -党 j 2 
显然 在 D, 内 是 翻 和 的 。 
UCM) 的 下 面 才 过 式 
UM)= 3 UnCM) (3) 


是 上 唯一 的 。 和 起 了 规 明 得 个 事实 , 坝 还 有 另 一 个 表 过 式 
U(M)= > Un(M), 


此 不 UM) 篇 在 也 ,内 的 调和 郴 数 。 和 从 (3 ) 沽 去 址 个 式 子 , 旦 乱 简 蚀 
起 见 记 0 一 U5 二 mn、 我 们 得 到 : 


3 V ,=0o 
ml 


将 省 个 式 子 再 写 乱 下 形式 
th -和 Vy © 


得 个 等 式 的 左 端 是 在 S,, 外 部 篇 调和 的 画 数 , 而 其 右 端 是 在 5 的 
@ ”此 外 用 MX 部 华 辐 的 炙 册 。 


pe 
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内 部 篱 憾 和 的 画 数 。 但 在 得 情 况 了 (2) 是 在 储 部 空间 内 的 普 和 画 数 ， 

因 之 它 必 等 众 卉 。 导 就 证 明了 表 送 式 ( 3 ) 的 唯一 性 。 

” ” 夺 所 求 的 丽 数 UCM) 在 曲面 85% 上 的 已 知 值 需 刀 CNK)。 惟 对 状 
每 一 区 域 了 。 的 狄 镜 希 勒 问题 已 能 求 其 解 , 且 训 GCM, M1) 篇 区 域 

D 的 格 隐 画 数 。 如 前 凶 的 同样 讨论 ,我 们 不 闪 引 出 下 面积 分 方程 粗 : 


Un(M) + 训 - 总 | UM) SA HY dS=fn(M), (4) 
m=1, 2,..., Nn, 


与 和 下面 问题 不 同 之 不, 就 是 方程 租 ( 和 4 ) 礼 是 有 人 解 的 。 事 宝 下 , 澳 
四) oo) 满足 下 弯 次 方程 租 


wn(M)+ ED | M) ESM as=0。 (5) 


杞 六.(M) 般 在 D 内 的 性 和 夯 数 ,而 它 在 Sw 上 等 礁 vnCM)。 
比较 方程 组 ( 5 ) 及 (4 ) ,我 们 看 到 下 画 数 


VCM) > VnCM) 


在 内 是 调和 的 , 且 在 它 的 境界 上 等 从 需 。 从 是 了 (MM) 二 0, 且 因 家 奸 
式 (3 ) 的 唯一 性 , 则 VM) 三 0 。 得 样 一 来 , 询 次 方程 粗 (5 ) 仅 有 二 
等 藉 寺 的 解 ; 由 从 弗 列 德 和 蒙 交 上 比 定理 , 方程 组 ( 4 ) 屋 有 解 , 而 从 避 扯 
解 显然 可 得 出 在 区 域 卫 内 的 犹 镜 希 惑 间 题 的 解 。 

$ 50， 广 闵 的 施 窦 而 获 交 车 法 ”我 们 回 到 平面 间 题 (8 48) 。 侩 甬 
单 起 见 , 以 区 域 了 是 无 限 的 , 因此 境界 Lo 不 存在 。 我 们 选取 CC) 篇 
下 夯 数 

ht) =) | (1) 
因此 方程 粗 (17) 有 下 形式 ;: 
在 I 上 ， 
wn(D)+ 训 加 |， (OS 0 8) Jag fnlz), 


pd 羽 中 1 
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m=1,2,...,n, (2) 
浴 曲 粮 Lx 相互 疝 可 充分 离开 。 有 是 我 们 不 杂 见 到 方程 组 (2 ) 的 
核 将 很 小 , 且 题 然 ( 奉 中 $2) 可 用 逐次 迫近 法 以 解 方 程 组 (2 )。 
关於 方程 粗 (2 ) 的 到 次 迫近 交替 法 我 们 将 群 蓄 地 加 以 分 析 。 乱 了 
道 个 目的 我 们 作 各 下 的 处理 。 在 方程 (2 ) 中 引用 参数 入 。 我 们 得 到 新 
方程 : 


在 IL, 上 ， 
mw 人 (OO++ 坟 习 | (Sa =fnl), 
m=1,28 Nn, (8) 
将 它 的 解 作 篇 下 形式 
tn(2) = DC—1)" Nn C2) (4) 


以 求 之 。 将 午 个 解 代入 (3 )。 使 左 泪 及 右 温 的 入 次数 相 同 的 傈 数 相 
等 ,我 们 得 到 下 面 的 遂 推 入 式 : 
Umo(Z) = f(z) a 
wm 一 辑 训 |,，0[-  e0s 6) do (C5) 


KK Pe 


现在 在 (4 ) 中 分 和 一 1 我 们 得 到 方程 组 (2 ) 的 解 。 
公式 (5 ) 仅 在 曲线 L,, 上 砍 定 画 数 wnr(x)。 现 在 诬 z 表示 区 域 也 ， 
的 任何 一 点 。 我 们 用 记 旧 U,,(z) 表示 在 Dn 内 的 调和 夯 数 , 而 它 在 各 
区 域 的 境界 上 的 值 基 由 (5 ) 式 所 确定 。 壮 然 ,在 D, 的 内 部 ,有 
Unr(z) = 元 | UnrCl ) ee cr， 


且 公 式 \5 ) 可 琢 篇 过 样 形式 : 
Uno(?) = f/f,(2) 9 


U nrlz) = [Un r_1(2) Uy,, r-1(00)] © 


在 Ln 上 ， (6) 
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如 公式 (6 ) 所 指出 , 航 数 (4 ) 中 的 项 可 如 下 构成 之 。 

我 们 把 在 D,, 内 的 调和 夯 数 Two(z) 作坊 零 次 近似 解 ， 且 得 个 画 数 
在 境界 上 的 值 是 已 知 值 户 (2z)。 

苦 醒 数 Do(z)，…, Di(2) 已 构造 好 了 , 划 Um(z) 可 如 下 决定 
之 :从 画 数 Uk,r1(z) ,1 尖刀, 减 去 它 在 抵 需 速 的 值 , 计 算 所 得 差 在 曲 入 
7 上 的 值 ,然后 颈 认 不 等 难 妈 的 所 有 8# 取 潮 些 值 的 和 。 潮 个 结果 就 是 
Uw(z) 在 境界 志 , 上 的 值 , 再 应 用 相关 的 格 隐 夯 数 ,我 们 得 到 在 所 有 区 
域 Du 内 的 画 数 Um.(z)。 所 需求 在 D 内 的 调和 画 数 UU(z) 等 於 下 级 数 
的 和 : 


UW = (DD" 3 To 人 Ca)。 (7) 


我 们 化 述 的 步 页 是 和 施 塞 而 欧 交 替 法 的 总 闵 相似 的 ; 我 们 将 称 导 个 方 
法 坊 广 赣 的 施 罕 而 欧 允 替 法 。 

当 忆 是 仍 速 通 区 域 的 情况 , 则 广 闵 的 施 肉 而 欧 交 蔡 法 将 显得 特别 
简单 。 我 们 可 裔 篇 72 心 ) 三 0 。 篇 了 可 以 蛋 样 作 , 窗 须 和 从 所 求 田 数 U(z) 
诚 去 在 Ds 内 篇 调和 且 在 L。 上 等 礁 fo(z) 的 画 数 U'(z)。 现 在 公式 (6) 
冶 出 : 

在 上 上 ， z 
Uio(?)=f(2), U2)= Us,,1(2) ~ Us r-1(00),， 
在 上 2 上， 
U0(%) 一 0， LU zz) 一 Ci-i(2 一 Di -i(ce)。 
从 ( 8 ) 式 , 剧 皮 7 是 奇数 时 U1.(z) 剧 等 於 雾 , 且 当 ” 是 偶数 时 Us(z) 
恒 等 八 寺 。 篇 简章 起见, 现在 奶 
Uz)=U,(2), Us(2)=V,(2)。 


(8) 


於是 有 | 
U (2) =Uo(2) ~— V2) + U2) —Vs(2) + (9) 
在 有 限 栈 连通 区 域 的 情况 , 扰 须 重大 的 改 泌 就 可 以 诡 用 广义 的 施 
符 而 奖 交 茶 法 。 守 须 将 画 数 io(L) 代 以 霉 。 也 可 以 取 
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et 


Io) = oo 人 ” 


其 中 a 是 在 轧 内 的 任 一 点 。 
在 三 蕉 素 域 的 情况 ， 广 闵 的 施 塞 出 欧 交 替 法 可 简单 化 。 在 8 49 中 
的 方程 (4 ) ,我 们 引用 套数 和 ， 且 窟 作 下 形式 : 
在 Nm 上 ， 
un(M)+ 7 人 | ue M1) SS dS=f,(M), (10) 


将 它 的 解 作乱 下 形式 
Un(M) = (一 DaowCa) (11) 
以 求 之 。 庆 是 我 们 得 出 愧 推 公式 : 
unoC MM) = fn M), | 
un(M) = DE | mM) OM ug。( (1 


Rk 


车 信 现 在 表示 区 域 Da 的 任 一 内 点 ,出 用 上 (MM) 者 示 在 D， 内 
的 调和 画 数 , 它 人 在 Sm 上 的 值 由 (13) 式 决定 之 。 但 在 薄 情 况 , 有 


元 | ux (M1) EM, MD dS =U; ,AM), 


Ax 
且 关 傈 式 (12) 取 下 面 较 简单 形式 : 
在 Dm 上， 
DG = M), UnM)= DUM), (18) 


从 (18) 式 显然 可 以 如 下 方式 来 构造 逐 办 近似 解 : 可 取 在 Du 内 的 
调和 面 数 UnoCM) ,==1, 2 …ym 且 它 在 曲面 S。 上 等 於 (MM) 作乱 
迁 次 近似 解 。 车 各 次 近似 解 VwoC2)，Uwi《MU)，…, Ua(M) 普 已 
构造 好 了 , 旭 确 定 在 Du 内 是 调和 的 面 数 作答 UM), 而 它 在 曲面 8 
上 等 於 下 面 的 和 

DU M). 
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若 区 域 D 是 双 连 通 的 ,区 广义 的 施 塞 而 欧 交 替 法 所 得 的 级 数 是 收 伍 
的 。 

簿 个 定理 的 履 明 ,可 在 C.A. 索 波 列 夫 [8 和 1 论文 中 找到 。 此 处 我 们 
仅 对 锥 三 礁 双 连通 区 域 的 情况 论 之 , 得 个 情况 的 人 司 明 是 很 简单 的。 

我 们 已 经 指出 , 广 装 的 施 密 而 区 交替 法 着 和 下 面 的 积分 方程 想 @ 
的 逐次 迫近 法 一 致 的 : 
在 Si 上， 

mM + || wa) FM dg = fi(M), 

在 Ss 上， Ss (14) 


va NM) + 二 | uC M1) ON dS =Jf.(M ), 


号 


我 们 考 感 合 有 套数 入 的 麻 次 积分 方程 组 : 
在 D1 上 ， 


viM) + | v2) SEH ol) dg 一 0， 

在 Sa2 上 。 (15) 
9 

va ) + 站- 上 vi( M1) ST an 一 0 o 


SL 


我 们 现在 全 明 吕方 程 组 的 特征 值 的 模 大 於 I。 由 准 55 中 的 广 明 ,从 而 
得 知 方程 组 (14) 的 逐次 迫近 法 所 得 的 航 数 的 收 人 性。 

考 玫 是 区 域 Dn(m==1, 2) 的 内 点 ， 旭 照 前 述 记 U1(M), UoCM) 
篇 在 D1, Ds 凡 的 调和 画 数 , 且 它 们 在 51,S2 上 的 值 由 方程 组 (15) 确 定 
之 。 众 是 垢 方程 组 可 再 篇 作 : 

在 S11 上， z 
Ui(M)+MAM)=0, z 

在 Ss 上 ， 06) 
UM) +AU1(M) =0 © 


四 此 成 所 吝 的 廊 程 粗 是 使 我 们 感 红 趣 的 甬 连 通 区 域 的 情况 。 
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| 


Ui 有 MH) 及 Uz 以 ) 可 能 是 敌 夯 数 , 然而 最 大 模 定 理 对 大 它们 还 保 


持 正确 的 @。 用 4 记 |17xGD)| 的 极 大 值 , 且 用 和 记 曲 面 Su 上 的 透 
榜 的 点 ,使 |0U| ==A4; 。 和 从 方程 (16) 中 第 一 个 式 子 详 今 下 = Wi, 而 在 
第 二 个 式 子 吉 今 内 = ws。 。 现 在 和 从 和 革 两 偶 方 程 即 有 


TT TT * 


从 而 有 


MTT TT 人 
因 垦 城 Di 及 也 肯 是 无 限 的 , 在 得 十 个 鳃 域内 是 短 和 的 两 个 函数 已: 
及 7: 相 过 是 一 个 常数 ; 而 在 过 情况 ， 调 和 画 数 在 芭 域 的 内 点 夏 的 值 其 
正 地 小 於 它 在 境 田 上 的 极 大 值 。 故 (17) 右 端的 两 个 因子 戎 大 认 1 。 最 
合 , 有 | 和 |> 工 印 我 们 所 要 证 的 结果 。 
营区 域 D 是 有 限时 , 上 面 所 了 述 广 义 的 施 宕 而 欧 交 替 航 数 的 收 钴 性 
的 恰 明 逮 保 持 有 效 。 大 其 中 一 个 区 域 例 如 忆 :是 有 限 的 ,而 另 一 个 区 域 
是 撼 限 的 , 在 遵 情 况 下 ,IT7) 式 右 端 的 第 一 个 因子 不 小 於 1， 而 第 二 个 
因子 大 於 荆 。 仍 然 有 | 入 | 二 1, 而 得 就 足 级 脱 明 交替 航 数 的 收 做 性 。 


0 陨 在 SI 上 ，| Di) ss 互 。 巩 是 在 Di 的 内 部 ,有 
ImaGaD1= 均 ju asle 


$1 


< 由 拉 敬 王 |m， 


3 


但 格 刻 酚 数 的 法 向 釜 商 在 区 域 的 内 部 是 正 的 。 因 此 有 
adDl<E|| a8。 


其 次 , 秘 笋 
二 上 2 M1) CS 


是 在 记 内 坊 疆 和 的 珊 数 , 且 它 在 51 上 等 於 [ 。 若 区 域 了 是 有 限 的 ,期 避 候 机 数 在 D1 的 
内 部 等 於 1; 且 若 区 域 D 是 无 限 的 , 则 它 小 於 1 。 最 后 在 全 部 区 域 Di 内 ,有 
[DG iE | 


236 许 六 的 施 吾 而 区 交管 法 [下 入 第 三 三 章 ] 


rrr .一 -. 一 ”一 一 一 -一 一 | 


61. 在 地 面 附近 室 气 流通 飞机 要 的 流 称 运动 乱 了 计算 的 简单 
起 见 , 设 们 机 甸 是 一 个 国 形 稚 面 。 退 坐标 轴 如 图 12 所 示 。 我 个 将 共和 飞 
楼 翼 是 治 2 畏 的 方向 以 不 多 的 来 度 0U 深 动 着 ; 珊 
在 抱 神 束 处 空气 粒子 的 速度 等 於 孝 。 最 知 , 识 寺 
运动 是 没有 环流 的 。 流动 画 数 yw(z,y) 解 有 具有 下 


面 的 注 春 条件 @ 的 贩 能 狄 钱 希 勒 闻 题 : 
在 图 周 |z 一 8| = 
=Uy+C，0'= 常 数 ， (1) 
在 x 辅 上 
=0 。 (2) 


试 兢 用 广 米 的 施 锋 而 奖 交 替 夸 到 适 问 题 上 。 用 六 才 筷 翼 币 面 的 境 独 ， 
用 工 乃 记 z 轴 。 则 记 将 代表 具有 图 洞 的 斑 面 , D; 将 代 恬 上 和 牛 琅 面 。 
因 篇 在 Ze 上 水 =0, 我 们 能 直接 利用 § 50 的 公式 (9 ): 
vw,y)=Uo2,y)— Vr,Yy) TU L,Y)— V(t, 0) 十 … (3) 
六 数 Uo(z,y) 是 在 Di 中 调和 的 ,在 图 周 LL 上 等 认 Uy= 
一 UR sin $$@ ,不 崔 看 出 , 画 数 


_ UF sing _ CR Yb) 
满足 仁 些 条件。 在 很 里 右 威 Uo(X,y)=0, 在 2 轴 上 
om,0) = DBD 
现在 V(x,y) 在 .上 竺 斑 面 中 确定 篇 调和 机 数 , 它 在 盾 平 面 的 溢 界 
UbR? 
上 炙 仿 rb2 9 依照 已 知 的 公式 
OA [~ Q6 _ UR(y+0) 
ey) |- (ETO [人 一 2 十 呵 ty+b) 。 
由 了 :0z, y) 诚 去 其 在 扰 突 类 不 的 数值 , 间 计 算 所 得 差 在 圆周 二 上 的 
DO 见 835。 
人 @@ 图 12 的 符号 。 我 们 来 去 常数 C， 以 其 在 变态 的 狄 饭 希 勒 问题 的 解 中 是 不 重要 的 。 
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数值 人 后, 从 而 得 到 近似 的 境界 值 。 因 乱 在 扰 窜 速 处 广 (2， 9 一 0， 
Uo《zx,y) 的 境界 值 简单 地 等 礁 在 工 上 六 《x,9) 的 数值 : 


UR*(20+ Rsin 9 
人 在 人 下 Ve, WD) = — Rt 。 


现在 依照 没 荣 公式 


-Ze 作 -下 Bang yx 
Us(%, Y) 2 Jo R2402-+-40R sing 


2__ BPB2 
“5 2+ 2pR eos (8— 历 “ 


UR 20[2 + y+RY-0) 
Re+406[e ty ~ 07 I+ 4 RYy— 02)" 


限 亦 所 得 近似 ,我 们 有 
bs 9) = Uae WD) Vio WtUso Y= UP | y+ 
y+b ~ 2b[l2 + (y—0) +R2(y—5b) | (4) 
TT (y+6) Bit40%r3 Foy— 0 +40 RYy—6) 

§ 52、， 强 性 理 瞪 问题 上 的 应 用 “广义 的 施 浴 而 蒋 交 鞭 法 及 与 其 速 
有 系 着 的 积分 方程 组 不 仅 能 用 认 有 了 关 近 下拉 斯 方程 的 间 题 中 ， 且 也 能 用 
以 解 在 复 连 通 区 域 中 酉 辆 型 方程 的 滤 界 问题 。 献 用 弹性 理 玲 的 平面 癌 
题 乱 例 关 明 导 点 。 徐 限 淮 考 有 限 的 被 束 首 区 域 的 情形 。 优 限 的 被 连通 
区 域 情形 可 类 似 地 考究。 

现在 就 识 立 在 篇 内 境界 万， Te, …， L, 及 外 境界 Lo 所 限定 的 补 束 
通 区 域 D 中 诡 力 状 沈 的 确定 问题 。 我 们 知道 ($ 40) 演 问 题 电 和 结 到 依 
照 其 微 商 的 已 葵 卉 界 值 来 求 在 也 中 的 链表 和 画 数 。 用 工 w 及 了 im 者 
天 施 其 境 界 L 的 外 力 在 2 及 9 轴 方 向 的 分 力 , 芷 用 WV 有 本 所 求 的 又 
灵 和 画 数 。 则 
在 及 上 

5 让 Foti ) dst B= 


= fx(2) + Bx, k=0,1,2,...,%n; (1) 
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2 是 境界 点 的 被 坐 模 。 

在 公 式 ( 14) 中 Bx 是 和 常数。 常数 Bi 中 的 一 个 可 以 任意 选 定 , 期 其 
饼 吏 出 位 移 的 军 值 性 的 条 件 砍 定 。 我 们 将 识 施 厅 每 个 曲 入 Li 的 合力 
与 合力 年 等 谎 雾 。 渤 是 永 可 作 汉 的 。 

用 Do 表 记 在 Lo 圳 面 的 区 域 , 用 以 表 记 在 Z 外面 的 区 域 , $=1， 
2，, ‘Nh, 

容易 访 明 , 俊 由 从 实现 所 求 述 的 条件 便 可 能 用 人 双 调 和 夯 数 的 和 来 
代 者 夯 数 矿 : 

W=Wo+Wi+… 二 +W,, (2) 
在 进 豆 的 每 个 画 数 WV 是 在 共 相 应 的 区 域 中 正则 的 。 

事实 上 , 在 过 情况 中 与 刍 般 和 画 数 矿 相 对 应 的 高 南 刹 画 数 pC(2) 
及 由 (z) 是 在 DD 中正 旭 的 。 

在 $ 48 的 公式 (1 ) 中 泥 数 项 是 不 存在 的 ,依照 $ 48 的 公式 (4 ) 我 
们 和 将 有 


OPAGHE /OL PAOR 


又 下村 Xi(z 一 | 加 (2)dz 。 


西数 和 2) 在 其 相应 的 区 域 De 中 有 淖 值 的 实数 部 分 ， 否 划 容易 看 出 施 

座 境 界 zx 的 合力 憩 应 已 不 是 雾 了 。 和 起 了 得 到 公式 (2 ) ,现在 凡 
Wx=Re{zpr(z) + Xr(2)}o 

就 和 约 了 。 现 在 假山 我 们 知道 如 何 解 区 域 Di 的 每 一 个 的 强 性 理论 问题 。 

其 对 我 们 说 


oe 4 We pl®) 
在 与 其 相 话 的 曲 入 Lx 上 的 数值 是 和 的 ,出 ,在 了 区域 Dx 的 每 一 个 右 解 


”已 指 的 问题 后 , 我 们 求 得 画 数 WW, 是 事实 上 也 求 得 WW。 我 们 的 补 带 
通 区 域 D 的 弹性 理论 问题 就 是 省 样 解 出 了 。 任 务 中 千 到 gx(z) 的 数值 


9 
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的 构 臧 。 
让 我 们 作 一 些 预 先 的 镍 述 。 | 
1. 我 们 将 不 在 遭 训 提 述 的 详 竹 分 析 @@ 引 到 下 一 桔 果 : 分 刀 乱 
埋 加 通 区 域 , 工 篇 其 境界 。 再 者 , 分 UU 篇 在 D 中 甸 凋 和 的 一 面 数 , 兹 
分 在 境 和 二 上 


aoU 
ow 


如 在 区 域 DD 的 任 一 内 小 


2U |,; 9U -| [M2, Yy; Cg C0) + Mar, DO CC C3) 
20 oy jr 


其 中 4: 及 1。 是 过 转 画 数 ， (x,y) 点 留 在 了 区域 的 圳 面 , 而 和 点 是 在 它 
的 境界 上 ; 瀑 些 画 数 完全 地 被 区 城 也 所 了 确定。 和 优 了 简短 起 见 我 们 将 用 
M(z; 9g) 活 记 ( 3 ) 的 右 潍 的 积分 , 革 标 使 

9U oU 


. 290 _ 
Ta g(2)。 


一 一 一 3 (81) 
-a +1 3 M(z; g9)。 
我 们 将 用 以 .(z; 9) 者 记 相 应 於 区 域 Di 的 算 子 4, 洽 样 ,特例 地 ， 
aoW., OWE Wy, ; gi), (4) 
有 (2; GE) 
2. 车 g(z) 三 9= 常 数 , 则 由 弹性 理论 问题 的 解 的 唯一 性 定理 得 出 
aU |. 9U _ 
a Wy 9° 
由 此 接着 得 
当 90 三 9 一 常数 ， M(z; 9g) 三 9 。 (5) 


83. 因 人 篇 画 数 W: 在 音速 通 区 域 中 是 双 调 和 的 , 与 之 相应 的 位 移 是 
单 值 的 。 但 是 ,由 类 公式 (2 ), 与 面 数 WW 相应 的 位 移 也 就 自然 是 单 值 
的 。 自 然 明显 地 , 当 常 数 Bx 篇 任意 数值 时 夯 数 ( 2 ) 不 能 满足 兆 界 条件 
(1 ), 因 篇 ,如 已 记载 过 的 ,它们 的 任意 遇 择 一 般 地 说 使 位 移 坊 多 值 的 。 
所 以 我 们 将 各 样 地 肯 立 我 们 的 周 题 : 我 们 将 求 式样 是 (2 ) 的 画 数 全 ; 
ons 和 5 
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在 浊 探 求 中 我 们 将 企图 使 满足 境界 休 伯 
在 L; 上 
Sr ti C6) 


道 满 足 准 到 留 有 一 营 数 项 不 人 砍 定 ， 吕 蛋 项 在 各 不 同 的 境界 上 可 能 是 不 
同 的 。 
更 在 不 将 作出 未 知 夯 数 gx(&) 的 积分 方程 租 。 邹 ,在 曲 粮 上 Lm 上 


aW, 
Dm ti Gm(Z2)o 


再 者 , 若 f 关 mr, 则 Lm 是 在 区域 D， 沟 事 面 , 且 做 最 式 ( 4 ) 


oW; .oNW; ， 
在 Lm 上 可 二 gx) ， 


其 中 xz 指 Ls 上 的 点 。 利 用 公式 (2 ) 及 ( 5 ) ,我 们 得 到 合 我 们 有 册 趣 的 
一 次 : 
在 L, 上 

gm(%) + Milz, gi) = fm m=0, 1, ,no (7) 
如 在 平面 的 狄 钢 希 勒 间 题 (8 45) 的 情况 中 也 是 和 遭 榜 ,方程 组 (7 ) 在 一 
般 的 情况 中 是 不 可 解 的 。 乱 了 确信 泛 点 试 考 究 调 次 组 : 
在 二 ,上 


gr (2) + 2 Milz, gm ) =0 。 (8) 
如 由 公式 (6 ) 跟 着 得 出 ， 车 仅 常 数 an 服从 唯一 条 件 co 十 oa 十 … 十 
十 一 0， 方程 组 (8 ) 满足 yz) = 二 am 二 常数 。 各 样 , 竟 次 方程 粗 有 不 
是 已 等 於 等 的 解 , 且 由 弗 列 德 和 蒙 交 上 比 定理 得 出 方程 组 (7 ) 的 不 可 解 
性 。 
现在 让 我 们 适 样 地 构 换 方程 租 (7 ), 使 它 色 成 可 解 的 。 在 考究 中 
我 们 中 入 积分 


Ni(9)=), [oC gO + BOCA, (9) 
其 中 画 数 ox(C) 及 Bi(L) 我 们 授予 下 面 的 条 件 ; 
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(1 ) 宅 们 在 Li 上 是 如 绪 的 。 
(2) | dat=1, | BLOat=0. (10) 
我 们 把 方程 组 (7 ) 掉 换 成 下 式 : 
在 Zr 上 gn(2) + 之 《MEC23 9g) — Ny(gr)} = fm(2); 
m=0, 1,.…, Nn, (11) 
我 们 试 证 朋 不 管 画 数 f(z) 是 什么, 方程 组 (11) 是 可 解 的 。 篇 了 
鞍 目 的 坛 考 完 相 应 的 讲 次 方程 租 
在 Ln 上 
gm (2) 十 > {Mz2; g% ) — go =0; (12) 
放 一 0, 工 ， 


六 注 明 尼 估 有 二 等 从 堆 的 解 9 一 0 mm=0,1 ne。 全 go) 
gi(z) ，…, ghz) 篇 方程 租 (12) 的 任何 解 。 我 们 表 寺 
BD NAG =on。 
sn 的 数值 显然 是 常数 。 现 在 由 (12) 接 着 得 
在 Lo 上 
gH + DB Mi 9g) =an (18) 
在 考 宪 中 我 们 引入 在 Du 中 估 朝 和 的 夯 数 矶 9(z, 纺 ， 它 在 Fn 上 
满足 等 式 
+ 9), 


90X 
你 妇 公式 (4 我们 在 D 的 训 醒 有 
现在 疏 
Woo,Y) = Wh Y). (14) 


基数 Wx, yy) 是 在 祝 连通 区 域 D 中 色调 和 的 ; 因 篇 它 分 解 觅 在 音速 
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通 区 域 中 双 调 和 画 数 的 和 , 则 应 於 它 的 是 在 D 中 是 单 值 的 位 移 。 由 


(13) 接 着 得 
在 上 m_ 上 
5 3 一 Cn o (15 ) 
由 公式 (1 ) 接 着 得 


Kt = dD 。 


» 
应 用 此 於 等 式 (15) 》 其 中 (2) 一 ax 二 常数 ， 我 们 求 得 : 大 z 一 上 xi 一 0 © 
站 样 , 双 课 和 画 数 WO 就 对 应 从 在 边界 上 没有 外 力 的 复 束 通 区 域 D 中 
的 应 力 状态 。 根 所 唯一 性 定理 , 相应 的 应力 恒 等 於 敌 。 则 相应 的 画 数 
W 就 是 乏 性 的 [ 见 $ 39 的 公式 (4 )], 且 


(0) ” 、D 了 (0 
Ot 克 三 常数 。 


我 们 埠 杂 月 
aoWo | . aWW) 
dz 1 J ， 
的 数值 也 是 常数 。 根 据 § 40 的 高 鲜 刹 公式 (1 ) 
WO=Re{zp9(2) +X2)}, WO=Re{zpn(2) Xn(2)}; 


再 者 , 络 然 ， 


m=0,1,.…,n, 


?DD pn Xn(2) = BX), (16) 


对 丽 数 WCe,y) 重 导出 高 锁 刹 公式 兹 考 息 到 鞍 丙 数 是 穆 性 的 ,我 们 容 
易 求 得 p(z) =iaz+B, 其 中 a 是 实 常数 而 6 是 复 常 数 。 全 然 同 样 地 我 
们 求 得 X(z) = yz 上 3， 其 中 及 3 是 常数 。 
我 们 试 征 明 面 数 pw(2) 及 Xm(z) 也 有 类 似 的 式样。 我 们 首先 对 
微分 等 式 (16) 划 将 结果 用 
Pn(2) =ia— Dp) 


式样 表 出 。 等 式 的 左 兆 , pm(z), 是 在 Lm 的 外 面 正 旭 的 , 而 右 滤 部 分 
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是 在 上 m 的 右面 正 旭 的 。 但 是 得 样 pm(z) 就 是 在 全 平面 上 是 正则 的 。 
根据 里 乌 礁 锁定 理 , pw(z) 的 数值 是 常数 。 必 是 纯 碟 的 , 否 旭 TV 在 
无 祷 速 不 的 微 商 需 无 辑 大 。 用 to 表 记 得 常数 后 ,我 们 得 pm(?) 一 Von 
及 pm(2) 二 Vamz 十 Bm。 类似 地 我 们 求 得 Xn(z) = 二 Ymz 十 56m 。 麻 用 H. HH. 
穆 斯 黑 里 施 闪 利 公式 


A (0) 
LOO A LA 


我 们 求 得 


oW™) 二 oW®) 
OX 9y 


由 此 ,显然 ,接着 得 gm(z) 三 常数 。 

得 样 , 讲 次 方程 组 (12) 的 解 都 是 常数 。 在 得 情况 中 ,依照 公式 (5)， 
Mi(z; ge ) 二 gk 。 再 者 ,由 公式 (9 ) 一 (10) 也 接着 得 WO 一 9 。 
把 导 代 入 (12) 中 , 我 们 求 得 9(z) 三 0, 即 兹 次 方程 租 (12) 笋 有恒 等 认 
才 的 解 。 由 座 弗 列 德 和 荣 交 上 比 定理 ,方程 组 (11) 是 可 解 的 。 

解 了 方程 租 (11) 色 , 我 们 同样 地 也 解 区 域 D 的 弹性 理论 的 问题 。 
事实 上 , 介 gm(?) 是 已 指出 的 方程 组 的 解 。 我 们 表 计 

人 Nk(g9x) = Bn 。 


二 Bn 十 Ym 二 常数 。 


则 
在 上 mn 上 
gm(2) + 2 Milz; gr) =fml?)+ Bn 。 (17) 
届 机。(z,y) 是 在 D 中 人 双 调 和 的 画 数 , 它 在 境界 Dr 上 满足 等 式 
2 ti 一 gr(2)， 


北 分 到 = 玉 o 十 玉 : 十 … 十 克 , 。 画 数 下 (zy) 是 在 各 个 音速 通 匡 域 中 
正则 的 人 双 调 和 画 数 的 和 , 昌 公 式 (17) 指 出 壮 画 数 满 足 人 条件 (1 )。 我 们 
的 阅 题 便 同 标 地 解 出 了 。 

在 性 质 上 Ni(g) 可 能 特例 地 取 
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Ni(g)= Mr(o0;g9), b=1,2,.…,n, 

No(g9)= Mo(a, 9), | 
其 中 4 是 Lo 台面 的 任 一 点 。 若 境界 Lo, 2 …， 严 彼 此 间 是 充分 地 壕 
隔 开 的 , 则 立刻 显然 塘 程 组 (1) 中 的 积分 的 核 就 很 小 , 且 温 方程 组 就 是 
用 逐次 迫近 法 可 解 的 。 同 梯 地 也 如 在 狄 铅 希 勤 问题 中 , 在 站 自我 们 引 
到 广义 的 施 崖 而 欧 交 替 法 @ 。 在 下 各 中 我 们 示 出 只 在 一 特殊 问题 中 的 
应 用 。 

$53， 在 外 图 周 上 均匀 葬 编 的 偏心 图 下 @。 我 们 鼻 坐 标 原点 於 外 

圆周 的 心 上 ; 取 2 轴 的 方向 在 雨 心 的 直 物 上 , 指向 内 图 周 的 心 4 的 一 
加 。 我 们 用 7 及 ER( 见 图 13) 表 让 两 圆周 的 牛 径 , 用 < 表 记 两 心间 的 距 
风 。 区 域 Do 是 图 1z|<E, 区域 必 y 
是 图 |z 一 a| >? 的 外 面 。 


区 域 的 涉 界 上 的 条 件 是 过 样 的 : 在 
内 国 周 Te 上 十 3 一 户 (2 一 0 NN 


在 外 圆周 上 ， \ mf “ 
,pop 、 7 


Y,=—pC0s (rv,Yy)=p -9 
其 中 我 们 用 2 表 记 着 图 周 上 所 受 的 均匀 | 
法 问 压 力 。 由 此 接着 得 ,在 LE 加 13 
4 十 ? 与 一 户 () 一 | (utiy a= 一 02 。 (1) 


积分 常 败 在 广义 的 施 罕 而 奖 交 殖 凌 的 使 用 中 是 不 重要 的 , 我 们 把 宪 略 
去 。 


@ 在 已 提 迪 的 论文 C. J. 来 波 饥 夫 [34] 中 已 硒 明 若 区 域 是 双 速 通 的 则 在 强 性 理 险 的 
疝 是 中 广义 的 施 叱 而 欧 交 于 法 也 永 引 到 收 伐 的 娄 数 。 

@@ 省 于 题 也 可 能 用 一 些 较 彻 级 的 方法 解 出 。 我 们 提出 它 作息 方法 的 示 御 。 我 们 奖 营 
福 的 脱 用 的 逻 不 彻 航 的 率 例 读者 可 在 [27 bj 中 找到 。 
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区 域 Do 及 Di 的 弹性 理 给 问题 的 解 是 很 初 极 的 , 且 是 熟知 的 。 引 
和 高 狠 刹 丽 数 9p(z) 及 炎 z)， 与 机 (wz, 力 相 达 的 公式 
oW 


人 -= (2) 十 29 (2) 十 内 2z)， (2) 
对 区 域 Do 设 有 @ : 
folt 1 以 
pl2 2) = | | 1a. 
/= 下 | 如 全 人 - 王 EC 于， (3 
了 
m= 5 | BB aé 
和 对 区域 Di 说 有 


7(2)= 吉 7 |， ; PY dk, 
Wz)= 如 7 |， 好 六- 有 如 


在 公式 (3 ) 及 (4) 中 .AGO 及 广 (5) 分 别 表 记 在 境界 Zoo 及 万 上 上 
《2 ) 的 数值 。 

在 我 们 的 问题 中 广 ( 多 =0， 且 与 847 的 公式 (9 ) 相 似 , 我 们 能 把 
解 写 胶 下 式样 

Wr,y)=W(s, 9)— Woz, 9)+ Ws, Y)—…, (5) 

其 中 让 ws 都 是 在 Do 中 色调 和 的 夯 数 ,而 太 2 都 是 在 Di 中 人 色调 和 的 
倒数 |。 

与 公式 42 ) 相 应 ,我 们 引入 解析 田 数 px(z) 及 由,() ,个 使 


4 ti po) + Zp Z) + Dz)o 


我 们 仍 同 意 用 6 来 圾 记 卉 寞 上 或 上 的 点 。 


(4) 


|, 2 a -ap'l), 


py 


O@ 见 [282]。 道 虑 公式 不 吹 由 $41 的 糙 果 中 得 出 。 


246 丙 关 的 施 容 而 共 次 和 埠 法 [下 需 第 三 利 ] 


第 一 近似 解 ,， Wi(z,y), 在 Lo 上 满足 境界 人 条件 
oW; ;Wi 六 
“3y =f1() pe 0 


hn 

以 此 代入 (3 ) 中 兹 作 计 算 , 我 们 容易 得 在 Do 中 

Wi ,Wi 

3 ti D2 。 (6) 
再 者 ,在 境界 [1 上 + 5 的 数值 与 -人 十 上 | 相合 ; 条 
棕 :， 
在 2 上 

3 ;OWs 

2z 3 po 


以 此 代入 公式 (4 ) 中 的 f1()，, 我 们 在 简单 的 计算 从 得 
P22) =0, ya(2) = -Pap, 


从 而 在 Di 的 训 面 ， 


oW, i oW, ___ Pp 
ox 2y 2—4 Fo (7) 


由 (7 ) 误 去 它 在 扰 博 过 处 的 数值 兹 在 Lo。. 上 计算 所 得 的 差 值 我 们 
求 得 -+ 人 wh 数值 的 境界 值 。 从 是 因 篇 在 国 周 -上 7 一 区 ,我 
们 得 


2 Ws ;OW pr 


一 4 TE ° 
又 情 到 公式 (3 ) 和 


_ pr2( RR?az)2 
Ps(2) 2R*(CR2—az) 


ys(2) = par*(24— 2) 


(Ri—az)? 


且 巾 此 
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Ws ,OW 


OX oy 
pr (Bra)z +} 2 _ 2 __ a(24—2z) 
人 aac st 2 (R2— a )2 CR?—a2)? | (8) 
同 棕 的 简章 计算 , 可 得 相 炎 的 近似 解 。 


第 四 章 ”和 与 艰 相 似 的 棱 分 的 一 些 耦 用 


$ 54. 在 弹性 的 平面 理论 中 柯 西 型 积分 的 应 用 ( 穆 斯 黑 里 施 厅 利 
方程 ) ”我们 试 限 於 若 究 党 弹性 介质 装 满 一 有 限 的 音速 通 区 域 的 简单 
情况 。 我 们 用 忆 玫 和 簿 一 妃 域 , 用 志 者 记 蕊 的 境 价 。 如 我 们 已 知道 
的 ,问题 是 在 区 域 了 中 正则 的 正在 境 齐 上 .上 满足 条件 

pl TE + =f 2) (1) 


”的 解析 画 数 p(z) 及 由 (z) 的 确定 。 在 式 (1 ) 中 (6) 是 境界 工 的 点 的 


已 知 器 续 丙 数 。 我 们 将 设 它 是 充分 地 平滑 的 。 
对 我 们 褒 把 条件 (1 ) 表 成 另 一 式样 将 是 方便 的 , 就 是 我 们 把 其 中 
所 有 各 项 换 成 共 顽 值 : 
pO +Ep EL +L ==), (2) 
篇 了 解 我 们 的 问题 我 们 照 下 法 进行 。 在 考究 中 引入 一 个 在 工 外 
面 的 区 域 D'。 合 ”篇 时 区 域 的 任 一 点 。 我 们 用 
1 a 
Dy 【一 2 
乘 等 式 ( 2 ) 的 两 泪 薄 沿 工 积分 。 因 需 p(2),o'(z) 及 由 (z) 是 在 DD 中正 
刚 的 ,而 z 是 在 DD 的 外 面 , 则 ,由 淮 柯 西 型 积分 的 已 知性 质 , 有 履 等 式 


/ 1 [f pt) yr 1 ( 90 yy 
(a) Br |, EFAs=0, (b) wir), EH C=0, 


C0) gr |, 2 =0 (3) 


成 并 。 利 用 恒等式 (3,6) ,我 们 得 
| plE) d+ a |, EY dt = A(z'), (4) 


Ds Jr 《一 2 2 6 一 2 


其 中 


的 
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-1 [| /© 
4(zD)= 到 | 芒 信 区 (5 ) 


我 们 试 购 换 方 程 (4 )。 我 们 在 恒等式 (3, na) 中 把 所 有 各 项 换 成 及 
厂 值 ,用 > 乘 恒等式 (3, b); 把 草料 所 得 的 两 等 式 与 (4 ) 相 加 。 我 们 
得 方程 


| .FS 本 )+ 下 FO A), 


本 入 人 可 能 用 部 分 入 分 法 作出 则 我 们 得 到 不 含有 P'(z) 的 方程 : 
一 dt ds \ 
rt | PC) ( Ez Lz 7) 
-| ,ra (6) 


现在 但 一刀 其 中 1 篇 境界 工 的 点 。 依照 $22 的 公式 ( 3 ) 我 们 容 
易 地 得 : 


im 了 PC =— Lo + 
| Er -D+ 


+t 2774 


lim (— pa 2 由 全 心 。 
我 们 提醒 ,在 各 些 公 式 中 右 滤 的 积分 是 奇 性 的 。 
关於 公式 (6 ) 的 第 三 项 旭 可 以 在 它 的 积分 号 下 取 极 限 。 


事实 上 , 瑟 《 一 2 一 7 6 。 则 
d 6—2 32ic-aed8 。 
一 


若 仅 卉 盘 二 是 平 请 的 , 它 的 数值 在 点 > 及 上 的 任何 位 壮 肝 表现 出 是 速 
米 的 。 但 是 角 然 彼 积 函数 是 过 夭 的 , 故 能 在 积分 号 下 取 权 限 。 完 成 过 
到 杭 限 后 ,我 们 得 积分 方程 


PD+ Er | vO an pT +r | ,rd A 
役 一 =ret， 我 们 把 过 方程 引 到 下 式样 
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pT)| ds- 二 | oomad= A (7) 


若 找 春 卫 是 平 请 的 , 旭 a9 将 是 点 1 及 的 连 秆 加 数 。 裔 9(2)= 
~p() 十 ig(t) 划 在 (7 ) 中 把 实 部 分 庙 虚 部 分 分 并 , 我 们 得 一 组 弗 现 德 
和 衰 型 的 十 个 积分 方程 。 由 此 知 对 方程 (7 ) 衣 旨 列 德 和 蒙 交 上 比 定理 成 
了 这。 

方程 (7 ) 是 H. . 称 斯 黑 里 施 雁 利 所 得 到 的 。 我 们 在 迁 亮 重 壕 它 
有 的 讨 前 。 

我 们 献 从 事 共 方程 (7 ) 的 研 究 。 我 们 首先 吉明 它 的 任 一 解 从 境界 
工 可 解析 拓 故 到 全 部 区 域 DD 内。 通过 方程 (7 ) 的 推 漠 和 合 ,， 我 们 容易 相 
俯 它 可 能 用 下 式样 求 表 出 | 
Tim 二- 1 | p(&) dz 一 | gp (¢) ar+ 


vt 2 JL Fg! 277 一 和 
1 pL)+E 长 —f() __ 
DR-o。 (8) 


Dry 


再 者 在 第 二 个 重 分 中 了 解 p (z) 是 沿 境界 工 再 算 的 2( 的 微 商 。 现 
在 说 
wr | CE) dl=iS(2), 


27r7 JL CL—Z (9) 
| pe) 一 站) d=—iV(z), 
等 式 ( 8 ) 交 成 下 式 : 
65( 人 十 谨 '( 从 十 友人 从 =0 ，。 (10) 


函数 $5(z) 及 到 (2 ) 是 在 D' 中 正则 的 , 且 等 式 (10) 示 出 它们 在 区 
域 的 境界 上 没有 外 力作 用 的 假设 下 给 出 区 域 D' 的 弹性 理 葵 的 平面 疝 
题 的 解 。 但 是 根据 琅 面 问题 解 的 唯一 性 定理 @ ,就 有 
$2) =iaz +B, VO)=—p, 
轩 见 128a], 和 第 111 页。 
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其 中 a 是 实 常数 , 而 6 是 揽 常 数 。 公 式 4《9 ) 示 出 8(o0)= 久 (00)=0， 
从 是 就 有 a=B6==0, 及 
$2)=0, Vz =0, 
第 一 个 恒等式 示 出 满足 方程 (7 ) 的 夯 数 9(6) 是 在 全 部 区 域 D 豆 了 面 可 
解析 拓展 的 ;由 第 二 个 慑 等 式 知 夯 数 
人 一 一 CC 一 2 十 FE 
也 是 在 过 同 区 域 中 可 解析 拓展 的 。 

证 样 , 解 了 方程 (7 ) 合 ,我 们 求 得 两 个 需求 未 知 的 高 页 和 判 画 数 的 境 
界 值 。 它 们 在 区 域 圳 面 的 数值 现在 跟 然 就 是 依照 柯 西 公式 也 可 能 求 
得 。 潮 柑 , 解 了 方程 (7 ) 铬 ,我们 同样 也 解 出 弹性 理论 的 问题 。 

然而 , 不 将 示 出 , 在 一 般 的 情况 中 方程 (7 ) 是 不 可 解 的 。 事 赛 上 ， 
若 外 力 的 合力 甜 不 等 於 雳 时 , 换 划 之 , 著 


Re | 元 5 必 0， 


则 弹 竹 理 葵 辣 题 就 没有 解 。 座 是 方程 (7 ) 也 就 没有 解 。 相 应 的 普 次 方 
各 | 


55 全 一 元 | mo Da i| plod (1D 


有 不 恒 等 众 零 的 解 。 过 个 解 , 且 是 唯一 的 解 ,是 而 数 
pt) =at+B (12) 

(a 是 实 常 数 ,而 6 是 复 常 数 ) ,相应 基 没 有 外 力 存在 时 的 弹性 理 葵 的 下 
面 问题 。 

由 弹性 理论 平面 问题 的 解 的 唯一 性 定理 立刻 可 看 出 解 (19) 是 唯一 
的 。 

可 能 指出 方程 (7 ) 的 得 样 一 种 杰 态 , 若 仅 施 从 境界 工 上 的 外 力 的 
合力 答 是 等 於 震 时 , 它 是 可 解 的 , 旦 给 出 弹性 理 坎 问题 的 解 0。 

我 们 是 坐标 原点 亦 刀 的 喜 面 。 在 方程 (7 ) 的 左 渴 加 上 下 式 

0 见 137 dj。 
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1 96) 1 Cl) PY 
Qo | + rit | + dt )。 (13) 
计 方 程 灵 成 如 下 : 


PD | as 一 二 | odemadt |, d+ 


叶 


| (2 dt- 2 dl )= A(), (14) 


我 们 斌 研究 访 程 (14)。 发 们 首先 这 明 电 6 的 每 一 个 解 是 在 全 部 吧 域 
D 中 可 解析 拓 懂 的。 人 壹 次 识 


Dr |, -diz), 


Dns jy 《一 
1 PO (的 -CD ys 1 (90 
271 1. 一 人 dt |， 人 + 
十 5 | (22 2 QL+ -人 = 2 di ) =—igy (2) 


就 络 了 。 由 与 以 前 类 似 的 讨论 我 们 求 得 
Gz) 0, Vz)=0., 

第 一 个 锋 式 也 示 出 p(6) 是 在 区 域 D 中 可 解析 拓展 的 。 

现在 发 施放 境界 二 上 的 外 力 的 合力 算 等 於 老 。 在 遭 情 况 中 [ 昂 
8 43, 公式 《3 )] 

Ra | FrZydz-=0 , (15) 

我 们 就 录 朋 由 慎 人 条 件 方 程 (14) 的 任 一 解 使 在 (13) 中 的 每 一 个 积分 构成 
等 。 

我 们 窟 下 等 式 多 (x) = 二 0 的 展开 形式 : 
pl ( 2(Z) 二 一 () 

了 一 2 


Dy 


1 
dC a | 人 d+ 


DAZ 


+ 有 | (dt 2 A) =0。 (16) 


[$54] 在 淹 性 的 二 面 理 葵 中 柯 西 型 种 分 的 原 用 ( 称 断 黑 里 类 闪 利 方 程 ) 253 


本 rr 本 


一 


我 们 把 (16) 中 的 左边 部 分 在 无 宕 过 点 的 痢 域 内 展 坊 劳 泣 报 数 , 莫 [ 由 交 
恒等式 (16)] 命运 般 数 的 自由 项 及 -二 的 傈 数 等 大 零 。 划 我 们 得 


1 { ot) gr 
i | 2 di=0, (171) 
| PO tla | Ft+ 
喜人 外 <r 于 同 -0。 on 


只 式 (17) 示 出 在 (13) 中 策 分 的 第 一 个 等 失当 。 怕 到 等 式 (17;)。 
用 部 分 积分 法 程 分 ,我 们 有 | 5p (5)at= 一 | vCal 。 
我 们 将 此 代入 (17,): 


;| (pC¢)dL— oO) — Br | 7 Cde+ 


ee 


ta | (Part 2 四 -。 


pd 
第 一 项 是 然 是 实数 ; 第 二 项 15 二 是 时 而 第 三 项 是 虚数 。 
於是 第 三 项 过 即 (13) 中 的 第 二 个 积分 等 於 雳 : 


Dry pe ?8) d+ -2 dL)=0 (17;) 


避 在 我 们 各 及 放权 (14) ,水 管 的 右 稳 部 分 是 什 感 , 是 可 解 的 。 依 
照 弗 齐 德 和 蒙 交 比 定理 , 宁 要 座 朋 普 次 方程 


prO mr 2 woCD)eed8+ 


Tt 2rz2 jr 《 
一 5 | 改革 ep Q) 一 (18) 


仅 有 恒 等 於 短 的 解 p(t) 三 0 就 钢 了 。 
”方程 (18) 在 f()=0 时 由 (14) 得 出 。 在 油 豪 人 条件 (15) 显 然 是 已 被 
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满足 ,所 以 对 方程 (18) 的 任 一 解说 等 式 (171) 及 (17>) 成 立 。 在 (18) 中 
的 未 量 项 不 复 存 在 , 晶莹 方 程 与 (11) 合 而 篇 一 。 公 式 (12) 就 冶 出 它 的 
解 。 现 在 把 12) 代入 (171) 及 (17;) 中 涉 回 懂 a 是 实数 , 我 们 求 得 a= 
= 二 0, 所 以 , po(t) 三 0 。 方 程 (14) 的 可 解 性 多 得 证 实 。 
现在 充 篇 了 强 性 理论 问题 有 解 的 必要 的 条件 (16) 已 税 满 足 。 不 恋 
葡 明 央 方 程 (14) 的 解 引 到 我 们 问题 的 解 。 事实 上 , 满足 方程 (14) 的 画 


数 w(9) 使 (13) 式 多 成 才 。 旭 方程 (14) 释 到 (7 ), 关 认 (7 ) 已 其 明 它 的 


解 引 到 弹性 理论 问题 的 解 。 

关 帮 在 坦 节 中 所 窟 出 的 方法 我 们 作 下 面 的 赴 释 : 

1， 肖 到 被 器 通 区 域 肝 积分 方程 (7 ) 及 (14) 的 式样 不 砍 。 然 而 利 
方程 的 研究 就 非常 窗 茜 。 在 提出 的 下 . 了 I. 才 尔 曼 的 险 文 [37 d] 中 有 月 
订 补 连通 区 域 情况 的 话 和 分 析 。 

2. 车 境界 工 有 尖 点 , 旭 方 程 (7 ) 及 (14) 就 不 明和 桔 到 弗 列 德 和 蒙 
型 。 但 是 弗 列 德 和 蒙 定理 对 各 些 方 程 说 仍然 有 效 。 关 从 它 的 详情 寡 奢 
J.T. 于 革 和 纳 拉 奇人 殿 的 论文 [26 a] 。 

1. HH. 霉 尔 曼 在 他 的 洽 文 [37 f, g] 豪 也 应 用 了 柯 西 型 积分 到 不 均 
句 的 且 不 各 向 同性 的 弹性 介质 的 情况 。 

$55. 具有 一 系列 扰 限 多 截 段 的 弹性 平面 ” 柯 西 型 积分 的 应 用 使 
我 们 能 解 下 面 的 有 趣 的 问题 。 发 弹性 介质 充满 截 去 一 有 系列 无 限 多 相同 
且 过 期 性 分 做 的 洞 孔 合 的 整个 下 面 (图 14)。 再 者 求 所 有 温 些 截 洞 都 
受 有 相同 外 力 的 作用 。 我 们 在 得 指 出 的 人 条件 下 载 立 强 性 介 压 中 应 力 的 


A | 
省 | 放 | 帮 
A 


园 14 
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雁 定 问题 。 | 

我 们 假定 施 从 每 个 截 洞 上 的 外 力 的 合 矢 量 各 个 等 浴 零 。 和 与 平常 一 

楼 ,问题 归结 到 在 每 个 截 调 上 满足 条 件 

pF HY = +O (1) 
的 解析 画 数 9p(z) 及 册 (z) 的 确定 。 在 《1 ) 中 fC) 是 一 葵 出 的 面 数 。 疗 
然 ,在 所 有 截 洞 的 境界 上 相应 的 各 点 不 (Lt) 取 相同 的 数值 。 关 发 常 数 
0, 旭 , 如 我 们 在 下 面 看 出 , 它 在 所 有 境界 上 有 同一 的 数值 。 

在 我 们 的 间 题 中 的 详 力 与 位 移 都 是 2 的 明 期 函数 ,其 过 期 般 a。 我 
们 试 并 明 以 z+a 代替 “或 , 同样 , 以 z+a 代 替 z 时 9(z) 及 帆 (z) 如 何 
改 炙 。 

我 们 利用 $ 40 的 公式 (5),(6) 及 (7) 


oo 十 oy=4Re {g'(2)), (5,40) 
oy oot Miro=2 Lig"(2) + 2)]) (6, 40) 
2 iy) =up(2) —2P 2 — DOE), (7, 40) 


祠 出 的 公式 的 第 一 个 示 出 以 z+4a 代 殖 z 脖 Re {9p'(z)}) 不 多 。 由 
此 接着 知 p"(z) 有 表 萌 4。 事实 .上 ,分 Re{lgp(2)})==p《(z%,y)。 肛 
PC2 十 Gy 9) 三 p(X,Yy)。 微 分 避 恒 等 式 , 我 们 有 
op(X+aYy) _ OPIY) pITa,Yy) , On(2,Y) 
oO7 DZ Oy Oy * 


再 光 
/9p .9 
9 = 莹 v EE 
且 2"(z) 的 过期 性 泣 刻 地 接 洪 仅 由 窟 出 的 恒等式 得 出 。 
积分 司 等 式 p (2z 十 0 三 P (2z)， 
我 们 得 


9 (2+0)=9 (2)+ia, | 
pz+a)=9p(2)+iaz+ap, 
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其 中 a 及 B 是 某 些 常数 。 因 篇 以 z+a 代 赫 z 时 9'(z) 的 实 部 分 不 网 ， 
常数 a 必须 是 实数 。 
转 到 公式 (6,40)。 以 z 十 < 代替 > 时 它 的 左 沈 部 分 不 杰 。 由 此 
(za)p ztao) ty ta = zp (2) + (2), 
且 , 由 评 画 数 wo (z) 的 过期 性 ， 
几 (z 二 ca) 一 水 (2 一 0 2)。 
积分 坦 等 式 , 我 们 求 得 
J(z 十 @D) 一 由 (2) —ap' (2) 十 7， (3) 
其 中 ?y 是 某 常 数 。 
现在 在 公式 (7,40) 中 以 2+a 代 替 z, 菲 在 g(x 十 a), 9 (2 十 4) 及 
由 (z 填 a) 的 地 方 代入 它们 的 数值 (2 ) 及 (3 )。 利 用 位 移 的 过 期 性 ,我 们 
容易 地 求 得 a=0 及 y=aBx 。 溃 梯 , p(z) 有 表 期 4a, 而 2(z) 的 改 构 
量 是 一 常数 a6 。 公 式 ( 3 ) 葵 出 内 2) 的 改变 量 。 
我 们 说 
pol%) =9(2)— Bz, / (4) 
ol2)=2) +29 (2) — Bxz 。 (5) 
画 散 po(z) 及 W002) 显然 是 届 期 的 , 其 过 期 篇 4, 且 公 式 (4 ) 及 (5 ) 用 
两 个 过 期 醒 数 给 出 p(z) 及 由 (?) 的 式 子 。 
我 们 试 明 有 明 86 数值 的 力学 意 散 。 在 任 一 遇 期 的 地 第 的 渴 寞 限 的 直 
入 上 ,我 们 取 钦 坐标 相同 的 雨点 4 及 了 (图 14), 站 把 鞍 雨 点 疗 用 一 全 
在 滥 过 期 的 地 带 中 且 不 与 弹性 介质 的 境界 相交 的 过 米 曲 和 线 接 过 。 我 们 
试 求 作 用 办 弧 4B 上 的 应 力 的 合 矢量 。 用 六 及 上 表 记 已 指出 的 天 量 
在 华 醒 轴 上 的 分 量 , 我 们 依照 已 知 的 五. HL. 程 斯 黑 里 施 维 利 公 式 ( 见 
[28 aj ,第 109 真 ) 有 ， 
iR+T)= [9 zp C2) + (2 
在 壮 亮 依照 公式 (4 ) 及 (5 ) 代 赫 p(z) 及 业 (z) 址 利用 画 数 po(%)， 
p'(z) 及 olz) 的 过 期 性 ,我 们 得 
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En 


(E+)= [po(2) 十 229g9(z) 十 加 (2 十 (THx)B2]2 一 
=(1+x)Ba, 
此 4 成 十 ?7 
， P=- ATa o 〈 甲 ) 
避 样 , 常数 6 篇 作用 於 弧 4B 上 的 应 力 的 合 天 量 的 分 量 所 确定 。 由 公 
式 ( 甲 ) 也 接 善 得 知已 指出 的 矢量 不 与 4 及 B 雨点 的 如 何况 择 有 关 。 
现在 设 沼 y 一 co 时 应 力 趋向 圭 。 则 , 显然 , 六 = 了 =0 且 和 从 而 ， 
68=0。 人 代替 (4) 及 (5 ) 的 我 们 得 较 人 简单 的 公式 
G2)= P02), 2) = oz) — zp0l2), (6) 
其 中 po(%) 及 yokz) 是 过 期 罚 数 ,其 过 期 篇 a。 党 2 土 co 时 我 们 将 毅 
篇 它们 是 有 和 界 和 的 , 剧 篇 y 一 土 co 时 应 力 将 趋 问 守 。 
依照 公式 (6 ) 代 赫 在 (1 ) 中 的 夯 数 g(z) 及 炎 2)， 我 们 得 新 画 数 
po(2) 及 yokz) 的 境界 条件: 
GolE) + EE pL) + ot) = +O 
因 篇 进入 溃 等 式 中 的 所 有 各 项 是 通 期 性 的 ， 所 以 C 在 所 有 各 境界 上 有 
同一 的 数值 。 现 在 我 们 能 利用 在 C 的 确定 中 的 任意 性 来 珊 C=0 。 最 
和 后 问题 电 千 到 满足 境界 条件 : 
got) + CC— Ep) + fot) = fC) (7) 
的 明 期 落 数 po(z) 及 olz) 的 探求 。 用 普通 方法 可 能 蕉 明 po(() 及 
(Ce) 除 不 定 的 常数 项 外 是 唯一 秦 定 的 。 
现在 设 . 


PT{z 


ec" 一 !， 2 = lnto (8) 
多 换 ( 8 ), 使 地 带 0< Te =a 释 到 治 正 向 秆 实 届 截 得 的 ! 芋 面 上 ;而 在 
某 有 限 区 域 吉 分 佑 在 指出 的 地 带 中 的 航 洞 不 包括 坐标 原点 的 (图 15)。 
我 们 用 工 琢 记 这 区 域 的 境界 。 画 数 


P(t) = po (3 ln t ) 
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在 截 得 的 上 平面 上 境界 也 的 外 面 基 正 妈 的。 因 伦 名 2 咯 是 遇 期 性 的 ， 

得 画 数 在 伙 何 上 相合 的 规约 的 各 点 取 相 同 的 数值 , 所 l 

以 它 是 可 通过 截 糙 连续 拓展 的 。 礁 是 ,如 已 知 的 人 @, 它 

就 是 可 通过 截 燃 解 析 拓 展 的 ， 且 在 1 平面 的 在 工 的 外 

面 的 全 部 区 域 中 基 正 剧 的 。 自 然 , 同样 的 话 也 可 沸 画 

数 : 厄 15 
Pt) = ( 2 In :) 

谣 出 。 迁 栋 , 任务 便 久 和 结 到 G(0 与 罗 () 两 个 在 工 外 面 正则 的 画 数 的 


探求 。 在 (7 ) 中 攻 := -zer In7, 我 们 得 芝 雨 丽 数 的 境界 条 件 篇 : 
G(T) 一 27 In TAT) + VC = F(7), 
F(z) =f(s In r)。 (9) 

巳 记载 电 了 ,golz) 及 如 (2) 是 除 常数 项 外 全 已 确定 。 我 们 过 样 固 
定 得 常数 ,要 它 使 当 这 co 时 包 (D) 一 0 。 

篱 了 解 出 我 们 的 问题 我 们 应 用 前 节 也 用 过 的 相同 方法 各 式 
(9 ) 中 我 们 把 所 有 各 项 换 戊 共 是 值 ;再 省 ,我 们 用 一 和 二 乘 它 
中 是 工 训 面 的 一 点 ,其 沿 工 依照 反 时 儒 方 向 积分 。 姑 我 们 得 
二 | ow 二 | A 


。 T— 
2or% T—t! IT74 


一 dr= A(#), 

p < (10) 
A('") = -元 7 |， 全 QT 。 

久 篇 夯 数 @(b) 是 在 工 的 外 面 正则 的 ,所 以 


1 元 了 | GT) 


/ Qs jr 7 一 让 
分 需 卫 蓝 面 的 一 个 固定 的 点 。 在 遭 司 等 式 中 我 们 裔 几 =e 。 雨 者 相 
减 ， 我 们 得 
。 @ 关 四 ,例如 , 了 H. 再. 普 里 天 洛 夫 所 车 的 笋 继 数 西数 泪花 。 


t=—$(00)o 
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1 f G0) g(r) ,0 
Dry | T— 一 dr — Dy we |, T 一 C d (1) 
微分 , 然 鳄 用 部 分 积分 法 积分 ,我 们 得 
1 GT) 
Py | Tt dr=0 (12) 


在 恒等式 (11) 中 我 们 把 所 有 各 项 换 成 共 元 值 , 用 In | 乘 司 等 
式 (12), 让 把 十 车 果 和 与 (10) 相 加 。 我 们 用 部 分 积分 污 取 含有 BD (7) 的 


类 分 。 最 知 , 我 们 在 方程 的 左海 部 分 加 上 区 - 过 Fef 5 ad 
的 数值 。 再 者 ,以 ! 一 ro, 其 中 7 是 境界 工 的 一 点 ,我 们 得 积分 方程 
Sl + | G(T 了 mn 一 -一 i + 一 | GTA Tt 


+ 五 元 Rej| Cr) gr (+ 全 | A di= 


2 Lr (tT—6)? Bri Jr Te 
一 4(ro)， (18) 
它 与 一 粗 雨 个 弗 列 德 和 蒙 方 程 介 是 等 价 的 。 
在 运 茧 我们 不 作 方 程 (18) 的 分 析 , 一 一 省 使 字句 此 乎 与 前 节 是 
一 标的 ,一 一 而 我 们 玫 琢 述 竺 果 : 
1. 满足 方程 (18) 的 画 数 5(7o) 在 曲 娘 工 的 外 面 的 双 部 区 域 是 可 
解析 拓 懂 的 ;再 者 它 在 无 里 这 处 是 有 限 的 。 
2. 车 多 (To0) 满足 方程 (18) , 则 画 数 
P(t)= F(To0)— SBTo) +2r In|Tol S(T) (14) 
在 曲名 上 的 外 面 的 全 部 区 域 是 可 解析 拓展 的 , 且 在 扰 宽 右 处 等 从 堆 。 
3. 不 夫 画 数 卫 (#) 是 什么 ,方程 (13) 是 可 解 的 。 
由 所 述 显 然 , 篇 (13) 及 (14) 及 其 解析 拓展 所 确定 的 画 数 E50) 及 
() 解 出 我 们 所 设 的 问题 。 


由” 考 我 们 在 (13) 中 把 实 部 分 吐 虚 部 分众 开 装 引入 性 质 上 不 知 的 
Re [go 及 Im {6(70)}， 


我 们 就 得 到 道 粗 。 
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$ 6. 劳 瑞 西 拉 方 程 ”在 弹性 理论 的 在 面 问题 中 积分 方程 方法 是 
在 1908 年 篇 劳 瑞 西 拉 (G. Lauricella) [23] 所 首先 应 用 的 。 然 而 ,他 的 
一 些 方程 与 筷 个 的 推 过 是 很 繁重 而 不 方便 的 。A. H. 等 尔 曼 [37 j] 用 术 
数 式 巍 夫 现 出 先 瑞 西 拉 方程 ,小 答 出 它 个 的 新 的 且 过 较 前 简单 的 推荐 。 
在 道 新 的 式 标 中 避 些 方程 表现 出 比较 地 简单 了 , 极 接 近 於 H. i. 穆 斯 
黑 里 和 施 维 利 的 简易 方程 (8$ 54)。 

在 示 节 曼 我 们 重 述 限 蕉 音 巡 通 有 限 区 域 的 情况 的 区 于. 雪 鲜 曼 的 
推 章 。 

在 和 情况 中 ,如 我 们 已 知道 的 ,问题 是 雨 夯 数 g(z) 及 由 (z) 的 确定 ， 
还 雨 夯 数 在 充 请 弹性 介 货 的 区 域 已 中 是 正则 的 , 东 在 得 区 域 的 境界 工 
上 满 正 人 条件 

op FEp E+ YE =700), (1) 
其 中 7 了 (6) 是 已 输出 的 连续 画 数 , 我 们 将 访 得 西数 是 足 锡 在 请 的 。 我 们 
回民 (6) 必须 满足 表明 施 於 工 上 的 外 力 的 合力 和 矩 等 於 雾 的 条件 


Re| FOat=0. (2 ) 
我 们 将 葬 求 下 面 式 榜 的 柯 西 型 积分 式样 的 2(z) 及 册 (2): 
pCD) 一 | 2 ad, (83) 


272 


10- 吉 | 四 二 | 下 人 
+ | ot ， (4) 
其 中 oC) 是 必须 在 境界 上 确定 的 求知 丙 数 ， z 
我 们 用 (3 ) 及 (4 ) 和 组 成 p(2) 十 zp (z) 十 由 (z) 的 式 子 , 菲 使 z2 指 境 
界 工 的 某 点 。 利 用 柯 西 型 积分 的 极限 值 的 公式 , 我 们 立刻 得 到 未 知 夯 
数 w(t) 的 积分 方程 @: 


@ ”在 道 误 我 们 咯 去 炙 换 的 详情 , 因 仿 它们 与 $ 54 中 的 绝 换 在 字句 上 淮 耶 是 相同 的 
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《一 上 
OCSD)G In 关于 一 


wb) 让 i 


1 ft 
-|, “df, (5) 
时 也 是 被 数 式 样 的 劳 瑞 西 拉 方 程 。 
可 能 发 明 的 是 方程 45 ) 在 一 般 的 情况 中 是 不 可 解 的 。 篇 了 使 它 是 
可 解 的 ,我 们 加 从 它 的 左 光 部 分 的 数值 
1 了 1 一 G 
5 一 (一 4) 
其 中 a 是 区 域 D 中 面 的 一 点 ,及 
-1 CQ 人 
p= Ro|, cto (6) 
又 设 一!=7e”。 方程 (5 ) 柳 换 戊 下 式 
D+ | ote 可 De 


EN 
我 们 让 研究 方程 7 )。 首 先 我 们 杂 明 它 的 每 一 个 解 使 5 的 数值 楼 
篇 夺 。 篇 了 站 自 的 我 们 回 到 图 散 p(z) 及 由 (z)。 
这 相反 的 次 序 作 放 算 , 它 引 我 们 到 方程 (5 ) ,我 们 把 (7 ) 表 成 下 式 


榜 


POTPO+ D+ +t) -f(D. 


现在 我 们 用 大乘 得 等 式 小 治 研 积分。 其 德 由 简单 的 移 换 我 们 得 
|, pOR- pa + | (+t) trib=| /OR. 


a 一 
由 (6 ) 看 出 2 的 数值 是 虚数 。 央 ,显然 ,上 面 的 等 式 的 左 兆 的 实数 部 分 
是 2zib, 它 的 右 兆 的 根据 休 件 ( 2 ) 是 等 众 老 。 溃 样 , ?二 0 。 

由 已 姑 的 接着 知 方程 ( 7 ) 的 每 一 个 解 满足 代替 它 的 方程 (5 )。 把 
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已 指出 的 解 代 大 (8 ) 及 (4 ) ,我 们 来 到 弹性 理论 问题 的 解 。 
现在 我 们 献 悚 明 方 程 (7 ) 是 可 解 的 。 根 据 弗 列 德 和 蒙 交 上 比 定理 ， 
斌 要 体 明 六 次 方程 公有 恒 等 伶 零 的 解 就 移 了 。 
我 们 裔 了 (1) 三 0 。 则 我 们 来 到 诗 次 方程 


wolt) 十 二 | wo(L)a9 ~ 二 | Wot er dd+ 


1 1 1 ta \ 
+ fa TT (t—0)? )=0。 (8) 
在 时 夏 
1 (vp 
cr C9) 
由 已 蕉 的 , go=0 。 现 在 依照 公式 ( 3 ) 及 (4 ) 规 
polz) 一 如 |， 人 > adt, | (10) 
1 aD Cwoll 
hh = | Fz pa Et z 
1 wo GO z 
+r) 《一 2 © (11) 


”由 方程 (8 ), 考 及 56=0, 我 们 得 
golt) +t9oCt) + =0 o 
上 一 等 式 示 出 po(D 及 C(t) 解 出 在 境界 工 上 没有 应 力 的 假定 下 弹 福 
理论 的 斑 面 问题 。 根 据 唯 一 性 定理 
gol2) =iaz+B, Wz)= -Bb, 

其 中 a 是 实 常 数 , 而 6 是 补 常 数 。 

个 天 看 出 x=0 。 事实 上 , 7o=0 。 但 是 由 ( 9 ) 及 (10) 接 着 知 

: 0=00=2Im {90(0)} = 2ia 。 : 
时 棕 ， pol2)=B, yol2)=—B o 
在 式 子 (11) 中 我 们 用 部 分 积分 法 取 第 二 个 积分 : 
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| Ce — 


CC—2 


Conll) 1 wolt) 
-| 2 dr], 佐 光 灾 。 


以 此 代入 (1 中: 
ol2) = |， oo ob) deo 《111) 
在 式样 上 已 有 go(%) ==B 及 (2%) = 我 们 由 9 ) 及 (11i) 得 

工 | oo 一 一 局 (三 0， 
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wo(L) = Da 
Ds 二 |. 人 = 9。 


由 此 看 出 mo) 一 一 心太 wo(C)— wi 4 都 是 在 L 外 面 正则 的 且 在 
无 密 运 戌 等 於 圭 的 解析 夯 数 的 境界 值 。 我 们 用 他 (z) 及 be) 得 栎 地 
表 记 它们 ,使 


06) = wo0(L) —B, 类 (192) 


ie(l)=w0(6) — Cot)+B. 
由 避 雨 等 式 浓 去 w0(6): 
CE +CO) t elt) + 0B 0, 
男 数 60(z) 及 el(z)+256 葵 出 在 工 外 面 的 区 域 的 强 性 理 座 的 竟 次 ( 朗 党 
外 力 不 存 在 上 时) 的 问题 的 解 。 根 据 唯 一 性 定理 5(z) =ia'z+B', (2) 十 
士 258 一 一 6 。 但 是 82z) 在 工 的 外 面 古 正则 的 ， 且 在 无 宕 速 臣 是 等 亦 
雳 。 由 此 w=B'=0,8(z)=0, 且 因 篇 e《o0) =0, 故 B=0。 现在 由 (12) 
接着 得 所 须发 明 的 w0(6)= 认 (5)+B=0。 
武 说 一 些 关 作 上 劳 瑞 西 拉 的 方程 ( 5 )。 我 们 已 记载 过 , 在 一 般 的 情 
况 中 写 是 不 可 解 的 。 然 而 ,不 将 发 明 ( 此 处 我 们 不 证 明 ) ,对 它 的 可 解 性 
论 休 件 ( 2 ) 是 必要 的 且 是 充分 的 。 
我 们 试 应 用 方程 (5 ) 到 篇 椭 图 所 限定 的 区 域 D 的 情况 [37 中。 分 
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进 椭 图 的 参数 方程 篇 
E=acos0, n=bsinb, [=t+in, 
我 们 珊 


] 
5 下 (+ 可)， 
其 中 o=pe”, 而 常数 p(p> 卫 及 6c 篇 稀 式 
6 一 人 /02 一 12 ， p=M/ 4 二 
所 确定 。 杰 换 (13) 使 椭 图 楼 成 贺 周 |o|=p。 我 们 用 7Y 表 记性 图 周 。 
我 们 仍 裔 


(18) 


1 
tT) 
我 们 以 (18) 及 (14) 代 入 (5 ); 也 吉庆 
oO ="(0), 上 一 产 (r)。 


(14) 


有 我 们 来 到 方程 
wo* (Tt) + 元 | wx(c] 


人 一 一 


do 1 | “(gy cr 加 
二 om » 一 GT 一 
4 A TY a 

-| f*(5), (16) 


我 们 把 o*(*) 及 产 (7) 展开 成 富里 耶 极 数 ,或 , 同样 , 依照 + 的 短 
极 散 , 兹 今 


十 0 二 62 
w"(7) = 之 、 akT*， f*(7)= 之 AxT™ o 


我 们 以 此 代 久 (15) 雅 比较 相同 * 的 杖 的 傈 数 。 我 们 就 得 到 一 组 具有 未 
知 数 ax 的 方程 
2a0 = Ao, 
artaxp + (p ~—1)harp rt) Ar, 
GxTtax= Ar; bel1,2,...- 
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ee — 


第 一 个 方程 砍 定 a。。 由 其 他 两 个 我 们 浓 去 a-x 。 我 们 就 得 到 具有 一 个 
未 知 数 ak 的 方程 ; 
(1—p-t)arctp tr (pt—1)har= Ar— po A 
由 此 可 能 求 得 , 除 掉 8=1 所 有 数值 的 cn。 党 4=1 时 上 面 的 
方程 答 出 


上 一 锋 式 的 右 兆 部 分 必 是 实数 。 可 能 容易 地 验 葡 过 最 后 条 件 与 休 
件 (2 ) 合 而 往 一 。 设 避 休 件 已 稚 满 足 , 我 们 求 得 
Re(Cai) 一 可 1 Ai—p A 


1—p* 
4 的 看 数 部 分 可 以 任意 选择 。 
知道 了 5 二 1 的 ax， 我 们 依照 


Wx 4_， — Or 


心 


求 得 Wko 
现在 w*(o)=w(L) 是 已 知 的 。 我 们 从 事 蕉 p(2) 的 计算 。 在 公式 


( 3) 中 我 们 设 
+) erD) 


因 篇 2 是 在 上 的 层面 ， EE, 1<| 和 | <p。 旧 公式 (3 ) 葵 
wg)(o*—1) 
?90-7 
Qs zi] olo—i)(o— > ) 


入 
-总 2 | 0 
i d(H 
党 <<0 时 被 积 画 数 在 y 的 外 面 是 正则 的 , 是 在 无 帘 束 处 依 o*! 杰 成 
圾 。 根 据 已 知 的 柯 西 定理 ,相应 的 积分 等 内需 。 党 =0 时 被 积 夯 数 也 
是 在 7 的 外 面 正 期 的 , 但 是 在 无 穷 速 不 它 的 歼 数 等 於 一 。 相 应 的 积分 
等 从 一 。' 最 合 , 当 >>0 上 时 被 积 画 数 在 7 的 训 面 有 分 别 具 有 残 数 作 及 


dc 。 
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人- 的 一 般 极 点 = 及 0 一 。 浊 给 我 人 


0 人 (2) =aot+ > arCA* + 和 A *), 
用 z 圾 入 ,我 们 得 到 p(z) 展开 成 多 项 式 组 成 的 航 数 : 
plz) =a0t [z+ Vz? ) 十 (z 一 2z2 一 c2 )*]。 (16) 
$57. 波 方程 的 狄 铝 希 勒 问 题 波 方 程 
AU+h2U=0 (1) 
(4 是 拉 拉 斯 算 子 ) 在 很 多 数学 物理 问题 中 起 着 重大 的 作用 。 号 特殊 
的 在 导 定 的 电磁 振 剖 的 问题 中 表 出 。 在 迁 吕 我 们 考 守 方程 (1 ) 的 犹 钥 
希 勒 问题 , 在 簿 着 究 中 蒂 限 庆 平 面 的 音 建 通 有 限 区 域 的 情况 。 有 天波 
方程 的 问题 的 较 一 般 的 述说 , 访 者 可 在 B. 工 . 库 普 拉 奇 亿 [20] 及 了 B. 施 
切 匈 只 匈 加 [188] 的 著作 中 找到 。 
不 将 在 出 ,在 人 是 某 数 值 时 方程 ( 工 ) 的 狄 欠 希 勤 闫 题 是 不 可 解 的 。 
篇 了 杂 明 性 点 ， 我 们 注意 下 面 。 分 f(o) (o 是 号 的 长 度 ) 需 在 区 域 万 
的 境 乔 上 上 男 数 U4, y) 的 数值 。 狄 锐 希 勤 问题 是 在 用 .cy) 数值 满 
足 葵 出 的 方程 《 7) 的 男 数 U (2, y) 的 众 定 。 但 GY, V， 5， 7) 篇 区 域 
DD 的 格 了 莉 画 数 。 A 
Ul(z, Y) = -下 | 4AU(E, 7 GT, Y， é, nade dn + 
去 -| f(0) -3 2 dr 
或 ,由 认 方 程 ( 荆 )) 
VoD -|| ey DUE DAE dn 


有 f(0) -3 (2) 
等 式 ( 2 ) 是 具有 套数 分 ~ 及 核 9(z,y;,) 的 求知 面 数 UCz,y) 的 
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弗 列 德 和 荣 型 积分 方程 。 慎 核 是 对 称 的 昌 不 是 退化 的 , 所 以 存在 着 无 
限 多 个 特 币 值 入, 也 就 是 无 限 多 个 如 数值 ,它们 的 方程 (2 ) 是 不 可 解 


的 。 脖 些 如 数值 是 实数 。 我 们 献 证 明 它们 是 正 的 (所 以 4 的 数值 是 实 
Ek 


数 )。 全 一 -这 篇 特 微 数值 及 U。(z,y) 篇 相应 的 特 微 而 数 。 根 据 定 
姜 , 恒 等 式 
Us 9)— Be || Ga,y;é, DUE, Datdn=0 (8) 


D 


记 立 。 以 此 与 方程 (2 ) 相 比较 ,我 们 看 出 U0,(%, Y) 在 境界 卫 上 煌 成 雳 ， 
县 在 如 域 的 趴 面 满足 方程 
4AU.,+h2U0,=0 。 : (4) 
依照 格 隐 公式 


| U, AUs dedy = 


-| (3 +( 3) | dzdy+ | US do 


但 是 ， 因 人 篇 在 上 上 U =0, 境 乔 积分 等 於 替 。 再 塔 ， 41U ,= — biU, 0 现 
在 由 最 和 后 等 式 接 着 得 


[EY + ew 


|| vse, aray 


>0 。 


%, 巩 值 是 实数 的 情况 在 物理 学 中 有 简单 的 解释 : 5, 是 与 充满 区 域 
D 的 介质 的 固有 振动 的 频率 成 正比 的 数值 。 
我 们 将 在 避让 考 宪 假 定 % 天 有 b, 的 犹 钥 希 勒 问题 。 
我 们 的 狄 鲁 希 蔓 问 题 的 一 个 解 出 方法 已 大 体 上 指出 了 了 。 就 是 ,于 
问题 引 到 积分 方程 ( 2 )。 若 已 知 格 降 画 数 及 其 特 微 画 数 0U,(z,Y), 导 
方程 就 便 於 利用 ;在 得 情 况 中 方程 (2 ) 用 819 的 方法 解 出 。 然 而 , 特 徽 
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琴 数 U 2, y) 已 建立 的 方面 不 多 ; 在 一 般 的 情况 中 能 有 具有 较 简 单 的 
核 的 积分 方程 是 有 用 的 。 
得 柑 的 方程 可 能 利用 所 旅 广义 的 偶 层 势 


IC 人 =| pI (5) 


来 建立 ,其 中 五 2) 是 第 二 种 赫 克 泵 画 数 0 ,7 是 由 (oz 人 点 到 境界 点 o 
的 距 砍 , > 是 境界 的 向 外 法 穆 。 依 从 一 般 习 蛋 , 我 们 用 指 忠 2 及。 裘 记 
分 别 由 区 域 D 的 误 面 及 外 面 趋向 境界 的 极限 。 有 妈 可 能 苯 明 ， 对 数 势 的 
已 知 正确 公式 是 


Ug,y) = — us) +|， plo) 2 [HPOr) | do, 


27% 


(和 ) 一 (和), 
在 遗 训 已 用 * 贿 刀 (2,y) 点 趋向 的 境界 点 , 东 已 用 m 裘 刀 在 s 点 
成 境界 的 向 外 法 粮 。 再 者 ,与 在 喜 面 的 一 样 ,在 工 外 面 的 ICz,y) 也 满 
足 方程 (1 )。 
若 我 们 苹 求 犹 错 希 勒 问题 的 雪 ( 5 ) 式 样 的 解 ， 基肥 起 6 ) 佬 我 们 
到 关 从 ws) 的 弗 列 德 和 蒙 型 积分 方程 : 


pl9)—| no) [Pr) | d= f(s) (7) 

我 们 在 适 训 不 详 租 示 出 在 儿 锐 希 蔓 问题 没有 解 的 b 数值 之 外 从 

存在 着 特别 的 数值 一 信 ,方程 (7 ) 针 放 它 们 是 不 可 解 的 。 加 数值 的 

狄 鲍 希 勒 问题 的 解 也 可 以 利用 势 面 数 环 得 到 。 渤 些 问题 的 述 流 澈 者 可 

在 已 提 过 的 B.A. 库 普 拉 奇 俊 的 给 文中 找到 。 我 们 在 温 训 仅 注 意 双 的 

数值 是 实数 。 由 此 ,特殊 的 ,接着 知 在 所 有 的 复数 值 时 和 粹 分 方程 (7 ) 
@ 嫩 夏 ,例如 ,P.O0. 库 获 明 (Ky3bmnn) 所 著 的 只 塞 鲁 画 数 一 塞 。 


Uv)= ks) +| No) 总 EE Hr) | do, (6) 
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是 可 解 的 。 

# 是 实数 的 情况 中 可 能 建立 解 出 方程 (1 ) 的 狄 铀 希 瓯 问题 的 闻 
在 所 有 8 尖刀 上 暑 , 即 在 它 的 狄 锐 希 勒 问题 是 可 解 的 所 有 时 ,有 解 的 稿 
分 方程 。 过 些 方程 的 推荐 是 祖 据 答 出 积分 方程 (1 ) 的 一 般 形 式 的 公 
式 O@ 。 沼 上 是 实数 上 时, 革 公式 有 下 式样 : 


Uw,9) =p() + 9+) Hz, 5 和 Bp)AN+ 


+| HG,2, Nh, PPC , (8) 
在 时 里 2 一 % 十 ?9， 2=X—iy, p(2) 是 一 解析 本 数 ;最 后， 
H(z, 2 。 入 ， 思 一 一 万 2(2 一 A)); (9) 


71 是 指 号 篇 1 六 第 一 家具 室 胡 数 ， 
显然 , 若 我 们 求 得 在 公式 (8 ) 中 的 夯 数 (4z)， 我 们 就 解 出 狄 钢 希 
勒 问 题 。 a 


PO = | 低 s 帮 (10) 
介 洗 宙 它 的 密度 是 尖 数 。 重 找 29 中 的 时兴 ,我 们 来 到 入 办 方程 
n+|, KG, nlbao=f6), GD) 


在 慎 训 
KG =~ + 


1 ff HCG,F,N,h) | 
+Be | 训 | (12) 


再 者 ,上 是 境界 工 的 点 ,相应 大 * 网 数 的 数值 , "= |i 一 L| 且 > 是 在 《点 

了 的 向 外 法 义 的 方向 。 重 复 8 29 中 的 讨论 ,我们 容易 地 发 明 当 8 六 扣 

时 方程 (11) 是 可 解 的 。 由 泪 方 程 求 得 KG ， 我 人 利用 公式 (10) 及 (9 ) 
@。 道 公 式 的 推 其 见 8L101。 我 们 把 过 论 区 中 的 符号 殉 了 些 。 
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得 我 们 问题 的 解 。 
发 方程 到 到 积分 方程 的 基本 问题 的 另 一 方法 在 LL. 开 . 雪 研 曼 的 论 
文 [37o] 中 葵 出 。 : 
$ 658. 热 势 与 它们 的 应 用 ” 限 於 当 温 度 是 , 除 时 间 外 ，, 仅 伍 十 个 坐 
标 有 关 的 情况 ,我 们 能 把 热 传 前 方程 写成 下 式样 
oU ,PU 1 5235 


Bt dy 人 


与 划 方 程 这 系 着 的 最 简单 的 滤 界 问题 是 下 面 的 问题 : 求 方程 (1 ) 
的 积分 , 它 与 它 的 一 附 及 二 附 微 商 在 某 区 域 DD 的 所 有 各 点 (z,y) 间 在 
原 时 列 合 所 有 各 时 刻 都 是 过 丢 的 。 所 求 的 积分 必须 符合 下 条件: 

(3 ) 初 上 时刻 的 


党 上 =0 时 U=F(s,Y); (2) 
(6 ) 湿 界 的 
在 区 域 也 的 境界 上 U=f(s,1。 (3) 

我 们 将 把 得 问题 叫 方 程 ( 工 ) 的 狄 鲍 希 总 问题 。 

我 们 将 发 给 出 的 夯 数 玉 (z, y) 及 f(s,1) 是 充分 地 竹 滑 的 。 

仅 银 类 到 慎 表 述 的 问题 有 ,例如 ,在 截面 不 杰 的 长 管 中 粘 灌 液 体 的 
流动 的 研究 。 

我 们 将 设 液体 质点 的 速度 是 沿 着 管 的 方向 。 莹 样 , 若 我 们 使 > 加 
的 方向 与 管 平行 , 旭 仅 在 : 方向 的 分 速度 不 是 堵 。 再 者 ,我 们 假 裔 过 指 
出 的 速度 不 与 > 有 关 。 则 ,如 已 知 的 @ ,指出 的 速度 满足 方程 (1)。 显 
然 ,在 管 的 任 一 截面 中 确定 它 就 约 了 。 过 截面 也 将 是 区 域 也 。 乱 了 确 
定 在 任何 时 列 睹 的 环 度 , 必须 痊 出 初 肝 齐 时 速度 的 分 售 。 用 了 (2,y) 
表 记 在 1=0 时 在 (z, y) 点 的 速度 , 我 们 来 到 条件 (2 )。 再 者 , 粘 兴 液 
体 附 贴 放 管 的 璧 .上 。 由 此 接着 知 在 截面 的 卉 界 上 速度 是 等 让 雾 ; 在 我 
们 的 情况 中 湾 界 条件 (3 ) 取 下 式样 : 


O@ 上 见 H.E. 柯 素 , 4. A, 奇 上 路 及 瑟 . B, 小 座 的 理 葡 流 汀 力学 一 壮 。 
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SE 


在 LL 上 : Ul(s,t)=0 。 

若 利 用 所 谓 热 银 , 我 们 在 上 面 表 壕 的 潍 界 问题 可 能 引 到 茶 积 分 方 
程 。 我 们 简略 地 提 壕 它们 的 定义 和 基本 性 质 ; 详 荐 的 述 钞 可 在 , 例如 ， 
[6j 中 找到 。 

我 们 就 用 o 发 记 确定 在 了 上 点 的 位 置 的 参数 的 数值 , o 也 就 是 了 
上 的 点 ; 用 了 发 到 由 5 点 到 (2， 幼 点 的 距离 ;接连 它们 的 稼 段 的 方向 我 
们 将 认 篇 是 从 oo 点 到 (x%,y) 点 的 。 

全 L(0 ,篇 党 10 上 时 及 o 是 在 L 上 所 确定 的 男 数 。 我 们 将 履 
当 t=0 脖 w(o, 录 =0, 且 设 ww(o, 刀 是 充分 地 三 滑 的 。 积 分 


Uo,y,D =- |) or | ay TD 元 sa do (4) 


Fr fT 
我 们 将 叫 它 偶 层 缉 势 , 在 境界 工 六 下 而 及 外 加 的 名 吕 尼 才 是 聊 定 的 。 
势 (4 ) 也 可 能 用 下 式 楼 求 表 示 : 
U(%, y, 人 ) = | ar | A 号 。 6 0A cos (pv, 7r)dg ,( 5) 
篇 了 得 到 各 表示 ,在 积分 路 求 微分 就 向 了 。 
画 数 Lo, 7) 时 画 的 密度 。 我 们 注意 势 (4 ) 的 下 面 各 性 质 : 
(1 ) 在 工 的 识 面 输 外 面 , U (%,Yy) 及 其 池 阶 做 商 是 速 秆 的 焉 簿 下 
热 传 亲 的 微分 方程 [方程 (1 )]。 
(2 ) 当 1=0 上 肚 , 妆 (4 ) 等 於 霉 。 
(3 ) 若 zy) 点 趋向 境界 点 8, 央 吉 ( 4 ) 趋 癌 篇 下 面 雨 公式 所 确 
定 的 极限 值 : 


Wi= — (8,)+ 
t 
W,=i(s, t+ 
1 1 WO,T) -TO 
+ 4naz jo » GT "Costy, rd (7) 
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(4 ) 势 (4 ) 的 法 称 徽 商 党 路 过 场 界 时 是 加 各 的 。 

我 们 献 从 事 从 熟 方程 的 狼 角 希 靳 问题 的 解 出 。 不 雁 求 得 满足 初时 
刻 休 件 ( 2 ) 的 直方 程 的 积分 : 伶 了 得 到 时 个 在 全 部 下面 (+,y) 上 确定 
(zsY) 就 狗 了 ,例如 , 珊 在 工 外 面 玉 (zc, 力 =0, 划 已 知 公式 
Uolw y= par | | PE De HH dé dn 
让, 关 及 在 的 站 面 P(e,4) -0， 

Uw y= ais || P(E BH dédn (8) 

冶 出 所 指 的 特 解 。 

我 们 将 革 求 猴 鲍 希 甚 问题 的 如 下 式样 的 解 
U4z 9 蕊 一 Uoko Y,t)+ 


一 


4ma 
由 偶 层 玖 势 的 性 览 ( 工 ) 及 (2 ) 接 着 知 , 画 数 ( 9 ) 满 足 微分 方程 (1 ) 及 
初时 刻 休 件 (2 )。 僻 下 来 的 是 要 哆 取 仁 样 的 密度 w(cy 7) 你 能 满足 兆 
界 条 件 ( 3 )。 
全 (72,y) 点 趋向 境界 点 s 。 利 用 湾 界 人 条件 (3 ) 及 公式 ( 6), 我 们 
得 具有 未 知 夯 数 j(o, 7) 的 积分 方程 : 


+ L | ar | 和 e ~ 40057 yp cosy, 7)do (9 ) 
0 


t 
ps) -zz | ar] poe 5 6 40 全 -7) 903S(2 "do = 


= —g(s,t), (10) 
其 中 g(s,t)=f(s,t)— lim Uolz, y, to 
在 下 节 中 我 们 痊 出 我 们 所 得 的 积分 方程 的 可 解 性 的 屋 明 。 在 得 庄 
我 们 作 下 面 的 赴 释 。 
1. 利用 革 同 一 数 势 也 可 能 解 出 当 区 域 是 位 於 境界 工 的 外 面 的 情 
况 的 狄 够 希 勒 问题 。 与 以 前 一 样 , 解 取 ( 9 ) 的 式样 。 屋 (z,y) 趋向 
则 ,我 们 现在 须 利用 公式 (7 ), 迁 引 我 们 到 所 请 外 狄 镁 希 勒 问题 的 积分 
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方程 : 
w(8, + | ar | 人 6 3a po0g(v, rT)do = 


Ct 
=g(s,1),。 : (11) 
2. 在 热 的 当 流 理论 中 渡 界 问题 起 着 重要 的 作用 ,在 各 问题 中 人 条件 
(3 ) 篇 下 式 所 代 构 : 
在 LL 上 


~ +h U=f(0, 7)， (12) 


其 中 h(o) 是 半 模 的 正信 押 上 可 由 周 园 介 实 中 失去 ( 臣 得 来 ) 熟 量 
的 长 柱 体 中 温度 的 研究 就 归咎 到 过 问题 , 在 革 豪 在 柱 瞪 附近 的 介质 在 
任 一 时 齐 的 温度 是 已 知 的 。 芝 问题 可 利用 单 层 熟 势 来 解 出 , 过 单 层 熟 
势 的 式样 是 


Vlg,Yy,t) = | dt | 00 6 da 。 (13) 
与 偶 丑 热 画 的 情况 一 样 , 我 们 将 认 密 度 plo,7) 是 充分 地 平滑 的 , 且 党 
5 二 0 时 陛 等 长 雳 。 芝 (13) 满 足 热 伟 半 方程 ; 当 t=0 时 它 等 内 老 , 且 跨 
过 境外 时 它 是 速 续 的 。 算 的 法 入 征 南 在 跨 过 境界 时 有 突 氢 ; 即 , 用 m” 表 
记 在 s 点 不 了 的 问 外 法 和 粮 ,, 我 们 有 
( 3) =pGs， t)— 


1 [ar | po ot) p cog (7, n)do 。 (14) 


ra J 


(OE) - 


[a Wi eT ro08 (ry Nn) do 。 (15) 


和 4ra2t Jo 一 二 
解 具 有 人 条件 (12) 的 滤 界 问题 ,我 们 将 求 下 式 梯 的 V: 


] fi ) — 
U(r, Yy,t) =Uo(Y, 9 切 十 -元 | .| Hn 6 fi-7) do, (16) 
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cr ee per 


其 中 Uo 篇 公式 (8 ) 所 确定 。 利 用 公式 (14) 及 (16) 我们 得 未 知 夯 数 
pkoy 7) 的 积分 方程 : 


t 1 
士 Ps， 一 -二 六 ju | 人 9 08 (rs ndot 


T 


0 L 本 


= f(s,t)— 3 —h(s)Uo 。 (17) 


正 号 用 於 内 区 域 的 情况 , 灸 号 用 於 外 区 域 的 情况 。 
3， 当 区 域 D 是 补 通 的 , 积分 方程 (10) ,(11) 及 (17) 保 持 它 们 的 
原 式 性 。 ds : 


4， 我 们 试 静 
3m goda, (18) 
不 风 看 出 , da 是 由 点 骸 到 弧 do 的 十 端的 | 
两 无 限 接近 的 向 径 间 所 成 的 角 ( 图 16)。 方程 (10) ; 
可 能 写成 下 式 楼 : 加 16 


Ma， T) 2 
2 


ps — Bar) | ETS oT sda —gls,t), (19) 
在 过 楼 形式 中 我 们 的 积 从 方程 在 卉 界 了 工 不 是 平滑 的 时 仍 保有 意义。 圾 
要 假设 积分 


[eh le 


有 有 限 的 数值 就 向 了 。 
5. 三 维 空 间 的 雪 势 乱 下 面 的 公式 @ 所 俯 定 : 
单 层 势 
Vo,y, 2 =| ar || POD) oo (20) 
°° [4r(t—7)]? 
@ 见 [8]。 
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偶 层 势 
U (2,Yy,2,+t)= 
-| dt | -pa 7) 三 o_o do 。 (21) 
? s [drCt—7T)]e 

利用 时 些 厅 丽 数 可 能 把 基本 的 兆 界 问题 引 到 积分 方程 , 过 与 我 们 
在 平面 问题 中 已 作 的 一 标 。 

$ 的 . 逐次 迫近 航 数 的 收缴 性 在 IT. MM. 米 有 得 [61 的 专 害 中 已 
性 明 过 ,8 58 的 方程 (10) 及 (10) 可 能 用 逐次 迫近 方法 解 出 。 在 壹 足 假 
谣 境 界 工 是 丕 滑 的 且 有 这 续 曲率 。 

在 着 季 中 我 们 在 境界 工 是 张 状 的 但 不 一 定 是 平滑 的 假定 下 痊 出 
逐次 追 近 的 收 伊 性 的 司 明 。 我 们 所 得 收 伍 速 率 的 估计 , 比 起 米 有 查 的 
来 说 , 将 是 很 壤 的 。 然 而 , 我 们 引出 坦 些 壤 的 估计 , 因 乱 在 实际 应 用 上 
不 平滑 的 ,特别 是 多 角形 的 ,境界 是 常常 遇 到 的 。 

$ 58 的 方程 (10) 及 与 $ 58 的 方程 (11) 共 塌 的 方程 是 较 一 般 的 方 
程 


pe (1) 
在 入 = 土 1 时 的 特别 情形 。 我 们 试 证 明基 境界 工 是 弧 状 的 且 | 和 |<<1， 
则 方程 ( 1 ) 的 到 次 迫近 报 数 是 收敛 的 。 


反照 到 次 迫近 方法 我 们 训 
mls, t) -2 Mnls, £)o (2) 


以 此 代入 ( 1) 正比 较 入 的 同 办 项 的 公 数 后, 我们 得 到 氨 扒 关公, 它 尤 吝 
我 们 去 求 夯 数 jwn(s, 加 ): 


pols, 1) =y(s, t) : 
| 


1 Hn_1(8,t) gy 
HA 二) 3 | a | 一 有 6 和 0a 。 


全 |g(s,t)|= | Wols, tb) | <4, 其 中 4。 是 某 常 数 。 再 者 , 我 们 改 
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pe 
eo EE ee 


| Ln-1(8, t) | < Ai, 4 _1 也 是 一 常数 , 北 作 | ns, t) ] 的 估计 。 
显然 ,我 们 有 


A,_ : 7” — 
[nl8,t) | pp | a) pe a(t-7) dz 。 
7 加 

作 402(t 一 工 ) 
的 代 换 ,我 们 容易 地 求 得 : 

a |， iy st dr mo ta 
且 从 而 llbs-2 | ow da 
再 者 ， 

Ht 


在 过 豪 我 们 用 2(3) 袁 记 由 * 点 淖 境 界 所 成 的 角 。 显 然 ,在 有 一 定 切 狠 
的 点 上 Q(s)=xw, 而 ( 因 篇 境界 是 缴 状 的 ) 在 尖 点 上 0QG) < 。 在 任何 
情况 中 


二 | 6 一 35 da<1, 
我 们 讼 
q(to) = max = | oT da (5.) 
显然 ,不 管 刀 是 什 腊 , 9(to) <1, 且 : 
| nCs, DD) <q(to) An1, tet ( 6) 


篇 了 要 在 革 脖 刻 1 考 察 逐 次 迫近 ,我 们 周 阜 任 一 加 to 之 tt 。 利 用 不 
等 式 ( 6 ), 我 们 求 得 : 
[urs, bt) | < Aog"(to), (7) 
由 .上 一 估计 接着 知 在 0 所 1 志 to 蛙 逐 次 迫近 航 数 的 一 致 移 伊 性。 
车 境界 工 是 再 滑 的 ,具有 连续 曲率 , 旧 | Gs, 四 | 的 估计 是 过 榜 
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的 和 : 
[An 人 
1,0) | 一 D 
rr， 
(8) 


在 革 豪 T 
/是 尤 
拉面 
数 ,而 常数 p 是 与 境界 
的 式样 
有 了 关 


0 
网 [61。 


第 五 章 ”对 称 积分 方程 理论 的 应 用 


$ 60. 关於 弦 的 因 有 振动 的 表 题 我 们 考 守 一 条 长 度 需 1 的 不 均匀 
的 磁 , 巧 在 平衡 位 置 时 佑 扫 横 坐标 的 (0, 六 段 汪 受 有 张力 了 的 作用 。 我 
们 将 设 落 的 两 端 是 固定 的 。 介 作用 雁 灶 的 上 面 有 分 侯 着 的 力 F(2, 纺 。 
在 此 我 们 了 解 在 t 时 鹿 时 在 著 的 (zx, x 十 dz) 段 上 作用 有 等 於 F(%, dr 
的 力 。 再 者 ,我们 将 设 公 力 是 垂直 於 靶 的 。 粒 的 横 振 动 的 方程 ,如 已 熟 


知 的 ,有 下 形式 


oO 
p20) 42 一 人 5 一 五 (7) 1)， (1) 


其 中 p(2%) 是 在 横 坐 标的 7 点 处 著 的 密度 。 

除 方程 (1 ) 外 , 著 风 并 簿 衡 位 置 的 偏 移 xz) 力也 必须 满足 下 休 件 : 

(a) 瀑 界 休 件 

ul0,t) =uC, t=0, (2) 

表明 苯 的 十 端 是 固定 的 ; 

(b)》 初 肘 齐 人 条件 

wz),0)=f(2), wls,0)=9(%)) (8) 

其 中 p(z) 及 f(z) 是 落 的 初速 度 与 初 偏 移 。 

篇 了 求 烤 的 固有 振动 ,我 们 首先 解 出 一 附带 的 间 题 。 我 们 求 雨 端 
是 固定 的 且 是 在 平衡 时 的 有 分 作 着 的 方 (2w) 作 用 於 其 上 的 烤 的 形状 。 


在 垢 情况 中 方程 ( 工 ) 沟 到 和 蒋 MW 程 


du 


我 们 考究 沼 全 花 除 = "由 外 没有 笨重, 而 在 3 点 项 有 数值 上 等 
亦 一 的 力 利 中 作用 礁 其 上 时 的 特别 情况 。 在 我 们 的 情况 中 当 2s 时 
F(%) = 二 0; 在 每 一 个 段落 0<x<s 及 8*<7Y<! 上 方程 (4 ) 有 下 式样 
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由 此 
当 0 和 z<s 时 一 00 十 1， 
党 8s<x 去 /时 WU 一 0oX Bye 
上 南方 程 示 出 救 在 每 一 段 (0,s) 及 \s 4) 上 有 交 千 形状 (图 17)。 


pT a 
Z l 


2 
加 ”17 


因 篇 获 的 雨 端 是 固定 的 , 故 等 式 (2) 成 江 。 利 用 它们 ,我 个 求 得 
B1=0 及 B= 一 asl, 且 和 从 而 ， : 
ON (0O<2 (<:), 
|, (8 <w&L), 
余下 的 是 要 求 傈 数 oa 及 oz。 篇 此 我 们 首先 注意 在 X= 磺 灯 古 带 炽 的 ， 
v 的 十 个 式 子 必须 在 道 一 点 合 而 篇 一 。 道 输 我 们 
Q18= 一 02 人 一 8)。 《5 ) 
再 者 , 攻 的 十 段 的 张力 的 党 直 分 力 的 和 必须 等 於 一 , 即 等 於 作用 於 8 点 
的 方 的 数值 : 
T'(sin yi1 十 gin y=1 
或 , 因 篇 yi 及 Ys 是 很 小 的 ， 
T(tg yttg 72) =1。 
但 是 馈 X==ai1, 霹 7Ys 二 一 022。 由 此 
人 (oa 一 az) 一 上 (6) 
由 方程 45 ) 及 (6 ) 砍 害 oa 及 os 琵 把 它们 代入 4 ) 合 ,我 们 得 


7 -_- 
sd (SZEU), 
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我 们 引入 记 睦 
2 对 (0<z 坟 8， 


G(z， 9) sa en (7) 
草 
u 一 广 Q(z, 9)。 (8 ) 
乱 了 以 后 ,注意 画 数 G(z, 3) 的 尖 称 性 是 重要 的 : 
Gs, 8)=G(s, 2), (9) 


现在 不 订 求 得 在 任意 分 仿 着 的 力 P(z) 的 作用 下 靳 的 平衡 形状 。 
事实 上 , 若 施 谎 s 点 上 的 力 不 等 於 一 ,而 等 於 某 数值 也, 则 与 之 相应 的 
偏 移 将 是 等 座 

w= 序 G2, 8)。 
现在 分 在 蒋 的 81, sz，…， Sn 2 基 
4 一 衬 韦 TT sy, Sk )o 
过 到 壮 等 式 的 极限 ,我 们 求 得 ,在 依 密 度 FCs) 分 体 着 的 力 的 情况 中 
“一 方 | G(x,s)F(s)ds, (10) 


由 公式 (10) 可 容易 地 求 得 烤 的 振动 方程 。 篇 此 本 要 依照 过 朗 中 请 


原理 在 施 於 蒋 的 ds 段 上 的 力 F(s)ds 上 加 一 “异性 力 ”-- o(s)ds 就 


级 了 。 则 我 们 得 
VCZ， = 页 | BC, s YF'(s)ds— 
-天 | oG)GGe ds (1D) 


即 固定 烙 的 振动 的 积 微 分 方程 , 它 与 微分 方程 (1 ) 及 温 界 条 件 (2 ) 合 
起 来 是 等 价 的 。 力 忆 可 能 与 时 浊 有 了 关 , 过 时 就 必须 在 方程 (11) 中 篇 
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mm 一 一 


VGs, 人 以 代 赫 了 了 (s)。 涟 8(s, 引 三 0， 则 我 们 得 固定 丢 的 回 有 振动 的 入 
微分 方程 


we 浊 一 一 而 | PC)G(e 5) (12) 
我 们 将 求 址 方程 的 通 期 性 解 , 即 我 倍 坝 
u(r 1 一 OO)Sin(Czt 二 ES)。 (18) 
以 此 代入 (12) 中 ,我们 得 知 2(2) 满足 积分 方程 
oo 一 天 | psSJGUO s) vs)dt = (14) 


若 粒 是 均匀 的 ， 则 P(z) =p 一 常数 。 在 芝 情 况 中 v2) 满足 名称 生 
分 方程 


oO- - 串 ， G(s, s)vCs)ds =0; = .2。 (18) 
在 一 般 的 情况 中 方程 (14) 是 不 对 称 的 。 然 而 , 若 用 Mp(2) 乘 它 闽 
贡 


VCOD)A P(2) =p(%), Gz, 3)V pL)pls) 一 六 (2 8)， 
容易 使 它 杰 篇 对 称 的 。 送 样 我 们 就 得 到 方程 


pC) —N| ECs, p(s)de=0; (16) 
它 的 核 是 对 稀 的 。 

我 们 试 广 明 方 程 (16) 鸭 特 微 值 是 正 的 。 分 p(2) 及 入 满 是 方程 
(16)。 攻 pz) ==vC%) MVp(《x) ,我们 求 得 2C2) 满足 以 入 代替 局 万 做 的 
方程 (14); 

(一 和 p(sS)JG(C2 s)v(s)ds=0, (14: ) 
由 (7 ) 题 而 易 见 ,党 “=0 上 时 及 党 2=1 时 GQG(z, s) 多 成 圭 。 但 由 (141) 


就 接着 得 
v0)=v0) =0, (17) 
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再 者 ,方程 (14) 的 微分 引 我 们 到 微分 方程 


v" (2) + Np(2) V2) =0, (18) 
尤 许 wz) 可 以 是 揽 数 ,我 们 用 (2) 乘 (18) 苹 积分 之 : 
| (oaJaz+X| pls) oe) lids=0。 (19) 


我 们 用 部 分 积分 法 取 第 一 个 积 从 。 由 长 等 式 (17) 
| waJoz= 一 | ioCe)lzan。 

现在 方程 (19) 和 给 

| le 

‘= >0 
| eolaa 
若 我 们 求 得 方程 (16) 的 特 徽 值 w， 则 我 们 也 求 得 糙 的 固有 振动 的 

频率 等 於 | 


Vy _ 工 、/ 和 克 , 
2NA 


27r 
与 此 相应 的 特 微 画 数 碎 定 以 糯 率 二 振动 的 烤 的 形状 : 
Prk2 ) 


人 力 一 Vn)° 
对 称 方程 (16) 的 特 微 丽 数 及 特征 值 可 用 上 咎 第 一 章 中 所 窟 的 方法 
确定 。 
$ 61. 密度 例 照 稼 性 律 改 绞 的 统 的 振动 ” 乱 了 计算 有 一 定 起 见 ,我 
们 将 改 1=1 及 密度 p(z) 依照 下 律 改变 : 
p(o) 一 poC1+z)。 (1) 
则 860 的 方程 (14) 取 下 式样 


V2) -| (1+s)G(r,s)v(s)ds=0, 


用 ~1i+z 乘 仁 方程 让 讼 
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p24) =V1+2v(%), 
K(x,s)=~V (+2)(1+s) G(%, s); (2) 


N= pe. 


画 数 p(2) 满足 积分 方程 
po) 一 人 | Klz,s)p() d=0。 (3) 
我 们 注意 在 我 们 的 例子 中 


G(x, 8)= | 
SI 一 和 ) (s<¢<1), 

我 们 斌 求 起 普 的 频 座 。 篇 此 检 要 砍 定 方程 (3 ) 的 第 一 个 特 徽 值 就 
物 了 。 篇 了 过 目的 利用 $15 的 方法 ,用 核 的 跻 来 欠 出 和 的 式 子 。 依 照 
$15 的 公式 (8 ) 

4.=| | K?(%, s)dx ds = | | (1+r)(1+s (7,s)dr ds= 


127 
5040 ° 


(1—s) (Ors), 


=- 中 | (CI 人 (1 一 o2dz | (1+8)sds= 
在 $15 的 (71) 的 第 二 个 近似 公式 


[和 | 和 


1 
A 
中 ,我 们 分 m==1， 
在 $60 中 已 杂 明 过 ,方程 ( 3 ) 的 特征 值 是 正 的 。 在 避 样 的 情况 中 


1 
入 Te 6 各 
A ~ A 300 


人 2 


TA T 
,一 必定 所 一 2.510wW/ 二 
D 7 2.5 0 和。 : 
篇 了 得 到 为 的 较 淮 确 数 值 ,我 们 计算 二 次 浮 核 
Ks,(2, 3) = | K(z, 四 及 CE sd 一 


且 和 从 而 ， 


-VTS G+DG(CcDGG,9dt。 


ai 
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设 Z>8, 武 计算 核 KK。(w,s)。 当 2<s 时 核 玉 Rs) 就 由 宅 是 对 称 
的 条件 所 和 礁 定 。 我 们 把 积分 关 隔 (0, 思 分 成 三 段 : 由 雾 到 s, 由 8 到 ?及 
由 2 到 1。 利用 已 确定 的 G(x,s) ,我 们 得 
| CT 上 有 Go DDG, Wdt= | (4D -2) 1dtt 
+ | 5-Ps (oatt| (LDC d= 


5 X28 8 ,we 84 


vs wes 
2 6 


6 1 B13° 


由 此 ,车 2>s 肤 ， 
VL+2) (1+s) 
Ko,(%, ) = tts) (5 — 6 233+ 
十 208” 一 8 十 24 十 08 全 。 


由 多 数 x 及 s 的 曾 旱 控 换 我 们 得 营 Zz<s 膀 上 2(%, s) 的 数值 ; 当 
Zz 过 8 峙 


Ks, 8)= V1+w)(1+s) 2 人 十 (528 一 6282 一 9222 十 
十 22 8 一 24 十 28 十 043) 。 
现在 
1 Fl 1 2 
4,= | | RK3(%,s de ds= ?| dz| K3Cc, s)ds=0.0006154。 
在 $16 人 Mo 出 
一 0.849 


3 A 
半 蚌 嫌 不 足 的 入 数值。 用 $ 五 的 (71) 的 第 一 个 公式 ,我 们 得 嫌 过 剩 的 
数值 。 对 和 > 0 说 各 公式 有 下 式样 


入 1 名 | em 。 


2 十 多 


和 和 V 于 =6.398。 


在 这 公式 中 分 妈 =1。 期 
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ni 一 一 一 


\, 的 准 夏 散 信 是 被 包 在 6.349 及 6.398 两 数 之 间 ， 注 意 才 一点 是 有 直 
时 的 :就 是 较 粗 粮 的 公式 


ep 
给 出 入 的 数值 所 具 的 误差 也 已 小 於 2%。 
有 了 4 及 4 的 数值 我 们 也 可 能 计算 第 二 个 特 币值 hs。 篇 此 利用 
§ 17 的 近似 公式 (46 人) 


| 和 z | 馆 mm om/ 2 2 s Bzn = .Azn — do。 


困 人 再 
分 n= 二 了 让 注意 oo 
=49.9, 


~ 宛 


.42 一 -7 

§ 62. 影响 机 数 ( 格 隐 丽 数 ) ”与 影响 夯 数 的 概念 相 速 系 着 的 问题 
的 荐 和 狼 述 车 者 可 在 很 多 著名 的 教程 中 找到 。 我 们 附 例 指出 库 琅 特 及 
希 泵 伯 脱 [41，B. 也 . 斯 米尔 庄 兴 [8 ] , HI. 开 . 普 里 无 洛 兴 [7] 等 书 。 
所 以 我 们 在 划 驯 仅 限 亦 写 影 叶 夯 数 的 定义 及 其 基本 性 质 。 

我 们 就 从 最 简 军 的 情况 开 姑 。 分 给 出 普通 二 航 粮 性 微分 算 子 


LY) = | ps) 5 9 | 十 gz)9， (1) 


其 中 2(2) 关 0。 我 们 将 证 究 坦 样 的 画 数 y(2), 宅 在 欠 出 的 阅 隔 (4, 8) 
的 责问 满足 人 条件 : 
ayCa) + By(e)=0, yy6)+6yD)=0, (2) 
而 在 站 和 则 隔 之 内 它 是 连 炽 的 下 有 连续 的 一 阶 微 南 。 二 附 微 商 Yy (x) 受 
有 了 唯一 性 的 条件 , 件 使 L(y) 有 意义 。 我 们 珊 省 些 夯 数 中 , 除 掉 夯 数 
y (2?) 三 0, 没 有 一 个 使 算 子 L(Y) 构成 老 。 换 车 之 ,我 们 衣 方 程 
L(Y)=0 (3) 
的 唯一 积分 满足 人 条件 《23 ) 仆 与 其 微 商 同 入 连续 胸 是 y=0。 有 具有 下 列 
性 质 的 两 个 变 数 的 画 数 GCz,s) 就 是 作 在 浊 界 条件 (2 ) 下 的 算 子 L(Y) 
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[ae 


的 影 才 本 数 , 或 格 阳 丙 数 ; 
《1IL) 在 <c 和 zs 及 as 和 ss 过 中 G(x,s) 基 连 午 的 。 
(2 ) 在 于 隔 c 生 2<s 及 s<2 和 8 的 每 一 个 中 微 商 9 及 


9G(z,s) 局 
(3 ) 在 z=s 点 微 商 -< 34 遭受 失 光 ,过 跳 购 偶 公 式 


oG (2, 8 ) DG(Z， 3 ) _ 1 (4) 
口 8 t=8+0 ODS Z5 一 0 p(s) 


所 确定 。 
(4 ) 当 s 是 固定 时 GCz, s) 在 间隔 ox <s 及 s<zx<6 的 每 一 个 
中 满足 方程 ( 3 ) 
L(G)=0。 
(5 ) 当 作 的 面 数 看 , G(z, 9) 满 足 活 界 条 件 (2 )。 
格 降 画 数 可 能 用 下 法 建立 。 
我 们 试 建立 方程 ( 3 ) 的 积分 w(z) 及 v(x) ,它们 满足 柯 西 条件 
ua)=B, wa)=—a, 
v6)=6, V(b)=—y, 
显然 , v(z) 也 满足 涉 界 条件 (2) 的 第 一 个 ,而 v(z) 也 满足 和 界 条 件 《2) 
的 第 二 个 。 积 分 wz) 及 v(z) 是 稼 性 无 关 的 , 否 妈 就 应 有 方程 ( 83 ) 的 
积分 它 同时 满足 十 个 兆 界 条 件 ( 2 ) ,而 莹 是 与 我 们 的 假 腰 相 了 矛盾 的 。 
从 糠 性 微分 方程 的 理论 知 有 恒等式 
PF) [UTIV LH) —W mW) = — eo 《5 ) 
常数 。 不 是 雳 , 否 妈 vc) 及 v(z) 就 应 是 乏 性 相关 的 。 
建立 了 积分 v(z) 及 wv(z) 后 ,我 们 能 立刻 写 出 格 降 画 数 的 式 子 , 即 
LOOKS) (c 委 02 雪 8)， 


GQ(7z, s)= (6) 


CAS DAL (SZ&O)。 
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不 内 其 脸 , 面 数 (6 ) 具 有 格 隐 画 数 定 闵 中 所 襄 的 性 时 1—B。 
由 公式 (6) 直接 得 G(z, ?是 泛称 夯 数 , 即 
Gz, 8)=G(8,2)。 (7) 


事实 上 ,分 ,例如 ,2<s。 其 GC2,8) 一 二 wz)v(s)。 计算 GC,2) ,我们 
必须 取 ( 6 ) 中 的 下 一 行 , 因 篇 第 一 个 绝 数 s 是 大 从 第 二 个 。 认 是 就 有 
Gs, 4) = ue)(s) = G7, s)。 
需 格 随 画 数 性 质 的 应 用 的 第 二 个 要 点 入 下 面 定理 所 表 出 : 


和 和 和 二 


Z(O=- 生 | po) -至 |]+9Co)g= 一 Fe) (8) 
的 入 分 ,满足 兆 界 条 件 (2 ) 的 , 般 公 式 
yo) 一 | Go, s) fC) (9) 


所 催 定 。 解 (9 ) 是 唯一 的 。 
过 定理 的 伍 明 车 者 可 在 本 和 节 开 藉 时 所 提 的 教程 中 找到 。 

不 龙 信 服 在 860 中 所 建立 的 画 数 G(x, s) 就 是 在 滤 界 人 条件 y(0) = 
= 儿 AD =0 下 算 子 LY) =V ”的 影 玫 西 数 。 

公式 (9 ) 克 主办 出 影响 画 数 的 简单 而 有 用 的 解释 。 在 方程 (3 ) 中 
我 们 将 拿 f(z) 当 作 分 作 着 的 力 ,而 拿 yCz) 党 作 滥 力 所 致 对 平衡 位 置 
说 2 点 的 位 移 。 在 着 种 情况 中 98(z, s) 是 施 认 点 * 上 的 数值 等 长 一 的 
集中 力 所 致 z 点 的 位 移 。 事 实 上 ,我 们 就 膝 在 (s 一 e; 8 十 8) 段 上 作用 有 
坦 样 分 人 着 的 力 (2) ,使 它 的 合 向 量 等 於 一 : 


| f(r)dr=1, (10) 


分 (a,s 一 8) 及 Gs 十 8,0) 段 上 没有 力 的 作用 ,性 样 使 在 导 南 段 上 f(x) =0， 
在 公式 (9 ) 中 在 (4,3 一 6) 及 (s 十 :,?) 雨 段 上 的 生 分 消去 ,我 们 就 有 
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yo)=| Go, OF, 
隆 1(0)>0, 我 们 可 用 积分 中 值 定理 


y(£) =G(%, :)| f(A =G(¢,s), 8—8<s'<ste, 
令 < 一 0, 我 们 来 到 施 於 8 点 的 莫 由 冷 等 式 (10) 是 等 座 一 的 和 集中 力 的 情 
涡 。 再 者 8 一 s 且 , 因 篇 G(x, s) 是 回 镇 的 , 故 在 极限 睹 
CO) 一 GCZ s), 

遭 也 是 所 需要 省 明 的 。 

在 振动 理论 及 稳定 性 理论 的 问题 中 和 常 季 要 解 下 面 的 问题 。 和 葵 出 了 
微分 方程 

LON FANE) Y=0 (11) 

或 ,更 媳 普 地 ， 


全 | ple) SY |+ [gle) + rs)ly=0, 


其 中 r(z) 是 一 连续 的 正 值 的 画 数 而 入 是 数值 不 事先 给 出 的 穴 数 。 需 
要 求 入 的 那些 个 数值 ,它们 使 方程 (11) 有 连续 的 , 且 具 有 连续 微 商 的 ， 
双 不 恒 等 於 雾 的 且 满 足 滤 界 条件 ( 2 ) 的 积分 。 知 道 格 隐 画 数 , 我 们 能 
利用 公式 (9 ) 把 指出 的 问题 引 到 具有 涩 称 核 的 积分 方程 的 特征 值 的 车 
求 。 篇 此 我 们 注意 , 若 设 (2%) = 和 Mr(z)y(x), 居 方 程 (11) 炙 到 ( 8 )。 因 
篇 所 蔷 求 的 积分 满足 休 件 (2 ), 故 可 能 应 用 公式 ( 9 ): 

OCIOL (192) 
等 式 (12) 基 丙 有 未 知 的 y(7?) 及 套数 入 的 竟 次 积分 方程 ; 除 掉 当 "(2)== 
= 常数 的 情况 , 它 是 不 对 称 的 。 答 了 使 它 炙 成 六 各 的 ,我 们 用 M7(C2) 冬 
它 的 南 渴 站 性 

MT)YE) =98), wz)TCS)G(Cz s)=K(%, 9)。 

我 们 就 得 方程 


-463] 株 的 扭 时 振动 289 


p(o) 一 和 | Ks,s)p()d=0, (18) 


它 的 核 已 是 对 称 的 。 显 然 ,这 方 程 的 特 币值 也 是 所 荨 求 的 和 的 数值 。 

注意 得 点 是 有 用 的 : 方程 (18) 的 所 有 特 币值 都 是 简单 的 , 冲 也 就 
是 说 与 它们 的 每 一 个 相 潮 话 的 仅 有 一 个 特 币 画 数 。 往 了 信服 全 点 , 我 
们 趟 假设 与 特征 值 入 相应 的 有 雨 个 贸 性 无 天 的 画 数 9p1(%) 及 pa(2)。 我 
们 就 组 成 画 数 


p12) 1 2T) 
AZ We) TO 


当 入 = 入 时 这 雨 汞 数 满足 积分 方程 (12)。 由 此 接着 知 它们 满足 同一 微 
分 方程 


yi(%) 一 


L(y)=N7r(2)Yy=0 
及 兆 界 条件 ( 2 )。 我 们 注意 巡 两 个 条件 中 的 第 一 个 
ayiCa) +Byi(a)=0, ays(a)+Byi(o) =0。 
因 篇 a 及 B 雨 数 值 不 同时 等 谎 雳 , 故 
0) RD | 
Y2(a) pa) | 
富 出 的 行列 起 是 村 分 妇 (z) 及 如 (2) 在 oa 点 的 癌 珊 行 列 式 的 
数值 。 在 一 点 既 等 伶 秀 , 它 就 恒 等 於 堵 。 由 此 接着 知 (2) 及 ye(z) 是 
狠 性 相关 的 。 礁 是 pi(z) 及 pa(z) 就 也 是 粮 性 相关 的 ,这 与 假设 是 相 
子 盾 的 。 : 
阁 卫 而 数 的 枚 信 什 延 到 较 高 极 的 及 具有 多 个 独立 妆 数 的 方程 。 例 
如 , 拉 普 拉 斯 方程 的 壮 种 格 隐 画 数 篇 区 域 及 MY; 中 雨点 所 确定 的 夯 
数 ;党 杂 = WM 时 它 有 对 数 奇 性 9 , 当 Hf 关上 时 它 是 裔 和 的 ,在 际 域 的 
境界 上 它 是 等 於 才 的 。 
$ 63. 棒 的 扭转 振动 。 有 聚集 质量 情况 的 计算 棒 的 缸 特 振动 的 


@ ”我 们 城 考究 两 个 独立 生 数 的 情况 。 
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微分 方程 月 下 式样 


总 | G1 3 -In 55 =0。 (1) 


在 壮 训 0 是 插 转 角 ， 1 古 对 刚性 轴 瑶 棒 的 转动 惯量 ，GL。， 是 棒 的 扭转 
刚性 。 我 们 将 者 完 一 妇 固 定 一 嫂 目 由 的 棒 的 过 期 性 振动 。 今 z=0 的 
一 病 是 固定 的 , 另 一 燃 “= 是 自由 的 。 则 棒 的 两 端的 条 件 将 是 

党 X= 二 0 时 ， 0 一 0; 


当 4=1 时 ， 条 =0。 (2) 


导 求 明 期 性 的 解 ,我 们 设 
OO tt) =er0(), 
以 此 代 和 天 (1 ), 我 们 求 得 六 x) 满足 普通 的 微分 方程 


[G1 SC] 十 MTng 一 0; 入 一 2 (8) 
由 (2 ) 得 出 8(z) 所 满足 的 兆 界 条 件 : 
8(0)=0; (I)=0。 (4) 


题 然 ,我 们 俯 对 不 恒 等 於 雾 的 夯 数 8(z) 有 内 趣 : 若 (2) 三 0, 旭 也 就 
“2 切 三 0, 朗 振动 实际 上 不 存在 。 潮 样 ,我 们 来 到 上 一 节 中 所 表述 的 
闭 题 的 特别 情况 :必须 求 使 gz) 满足 方程 ( 3 ) 及 条件 (4 ) 且 不 恒 等 烘 
雪 的 和 的 数值 。 如 我 们 已 经 知道 的 ,和 示 问 题 评 千 到 积分 方程 。 

我 们 武 建 记 与 之 相应 的 格 降 画 数 。 坛 用 互 (w, s) 表 刀 它 。 它 满足 
微分 方程 


得 方程 有 粮 性 然 关 的 积分 
wo 一 | 7 全 ，*GO=1 


它们 满足 条件 w《0) =0,，vw(D =0。 再 者 ,在 我 们 的 情况 中 p(2) = GJ， 
及 
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200)Eo 一 oO 一 一 上 
由 此 c= 二 11$62 的 公式 (5 )] 且 从 而 ， 


2 dz 
a 去 
| GI, (0 人 8 ) ， 


H(%, s)=4 .s b 
5) |, 阁 (s<%EL), ‘9) 

(2Z) 的 积分 方程 有 下 式 标 
8KO — | H(z, s)I, CS)d(s)ds =0, (6) 


用 ~ inC2z) 乘 它 赣 引入 相应 的 表 包 ,我 们 把 它 变 成 具有 对 称 核 的 方程 。 

方程 ( 6 ) 显 示 出 转动 惯量 Tu(2) 沿 着 棒 速 秆 地 改 构 的 假 届 。 然 
而 ,能 发 生 的 是 棒 上 带 有 一 些 聚 集 的 质量 。 则 方程 ( 6 ) 的 式样 就 网 了 。 
特例 地 角 , 若 有 yw 个 聚集 质量 做 置 於 棒 上 的 51, so， ,sn 各 点 上 ,七 们 
的 转动 惯量 是 Ti,7Ta，…D， 旭 代替 (6 ) 我 们 有 : 


(2) -| 五 (2， s)Tn(s)O(s) ds —AN > H(w,sx)Trd (sr)o ( 7 ) 


可 以 示 明 的 是 希 尔 伯 股 - 施 密 特 的 理论 完全 可 推广 到 (7 ) 型 的 方 
程 上 。 在 下. B. 安娜 尼 娃 [ 9 1 及 A. 也 . 柯 曼 [161 的 工作 中 答 出 (7 ) 型 
的 方程 在 具有 育 集 的 荷 重 的 禄 片 的 振动 问题 中 的 应 用 。 关 於 频率 的 计 


算 汗 十 作者 主要 地 利用 克 治 格 的 方法 ， 
$ 64. 压 篇 棒 的 刚性 ( 棒 的 移 向 忌 曲 ) 如 已 知道 的 , 棱 的 接 曲 的 弹 
性 稼 的 方程 有 下 式样 
a dad 
[er 多 J 


其 中 工 及 NH 是 在 模 坐 标 x 处 的 蕉 面 的 转动 惯量 及 挠 徐 ,五 是 杨 攻 模 
基 。 我 们 试 考 究 当 棒 是 在 宪 的 雨 端 受 压 的 情况 。 我 们 试用 卫 爱 记 关 二 
力 的 每 一 个 的 数值 。 则 术 = 一 Py, 及 搂 曲 的 轴 的 方程 将 是 


[BI YY|+Py=0. | (1) 
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棱 的 雨 端 在 瞄 棒 垂直 的 方向 上 不 移动 ,所 以 ,用 ! 表 记 棱 的 长 度 , 我 个 
有 


y(0) =y(D) =0, (2) 
我 们 用 五 除 方程 ( 1 ) 莫 识 者 =X。 则 
qd a 
| 1 |+My=0。 (3) 
我 们 就 用 G(z, s) 吵 旋 相 鹿 认 边界 条 件 ( 2 ) 的 算 子 
以 a 
夯 L1 旱 | 


的 格 障 画 数 。 则 ( 见 $ 62) 
vo) —N| Gs)y ds =0, (4) 
演 样 , 受 压 棒 的 赤 曲 y(2) 满足 具有 对 称 核 的 次 次 积分 方程 。 在 随意 地 
取 力 了 时 一方 的 数值 将 不 是 特 微 值 , 芝 时 y(z)=0。 换 首 之 ,随意 地 
到 讨 疑 力 使 榨 保 留 直 和 娘 状 。 像 在 P=ME 的 情况 中 ,其 中 An 是 方程 
《4 ) 的 特 币值, y(z) 能 不 是 雳 ,得 时 棒 就 释 曲 ,失去 它 的 稳定 刚性 。 
在 继 向 思 曲 的 问题 中 重要 的 是 确定 能 使 棒 失 去 稳定 间 性 的 最 小 力 


了。 过 所 谓 隐 界 力 是 等 於 杨 氏 模 量 生 方 程 (4 ) 的 最 小 特征 值 的 乘积。 
篇 实用 的 目的 ,可 用 嫌 不 足 的 近 侦 公式 以 葵 出 入 就 狗 了 : 


rt l . ‘ff 2 
No; 4.=| | cc de ds, (5) 
plito) 
0 l 
广 并 
阅 18 


我 们 坛 求 ,例如 ,式样 是 雏 体 的 一 段 的 棒 的 降 界 力 。 我 们 试用 m 
及 ro(1+g) (图 18) 表 记 咎 径 。 旭 在 横 华 标 z 态 的 截面 的 守 径 将 是 
ro(1+ -名 ) ,而 湿 裤 面 的 转动 惯量 将 是 
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1= YT (1+aw)’, (6) 


其 中 y 是 棒 的 密度 且 ac 一 全 。 我 们 试用 下 式 楼 把 方程 ( 3 ) 重 新 窟 出 


-2 (7 ) 


d 4 Uy = 人 0: = 
[1+an) |+py 人 


若 GC, 9 是 在 泪 界 条件 ( 2 ) 时 的 算 子 
d 40Q 
| (1+aw) S| 
的 格 降 夯 数 , 划 9(z) 满足 积分 方程 
COL (8) 


我 们 必须 确定 它 的 最 小 特 微 值 。 
我 们 试 求 格 隐 画 数 G(x, s)。 方 程 


[tran): Y=0 
有 通 积 分 
y 一 Ci 十 Ty 
wn) =1— 
满足 人 条件 y(0) =0, 而 积分 


满足 人 条件 y( 人 =0。 再 者 ， 
C 一 一 DC2) EV Cs —Y vas) = 3a (1- cansh)， 
且 我 伺 得 格 陈 男 数 的 式 子 : 
sl ray aray tray os) 


G(r,s) = 
a - [Te jsssD。 


积分 1 
(1 十 ao)3 
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近 但 公式 


-| | G2(%, 8)d% ds = ?| dz| ， G 47)3)08 


雄 定 方程 (8 ) 的 最 小 特 币值 ji。 计 算 过 窟 出 的 积分 基 十 分 初 闻 的 。 然 
而 ,所 得 的 公式 是 足 狗 煤 厄 的 。 篇 了 使 它 简 晶 化 ,我 们 下 限 於 考察 党 g 
的 数值 小 且 可 能 略 去 含有 1 的 老 比 一 高 的 各 项 的 情况 。 作 出 在 遵 简单 
化 假 届 下 的 于 算 ,我 们 得 

1 AT 9 

二 下 ( 疝 - 奋 幼 . (9) 
由 此 我 们 容易 地 求 得 刚 界 力 P。 注 意 和 = Torw 其 中 I 是 在 2=0 处 堆 
面 的 转动 惯量 ,我 们 求 得 莉 界 力 的 式 子 的 下 式样 

万 一 -EL 0 +2g) = -一 人 (1 十 29)。 (10) 


若 坝 9=0， 区 得 具有 不 竖 的 蕉 面 的 鱼 。 在 过 情况 中 公式 (10) 答 出 


陋 界 力 的 数值 是 


万 = 9 . 7 Blo 


如 已 知道 的 ,在 泪 情 况 中 降 界 力 光 丰 人 是 等 
1 _ 9.897 B71 


人 

近似 人 地 本 舍 水 了 了 5%。 

与 此 相同 的 引 到 入 分 方 程 的 方法 也 利 用 大 求 在 袍 复 灯 的 情况 中 的 
隐 界 力 。 特 例 地 襄 , 在 方向 是 在 板 下 面 中 的 力 的 作用 下 弹性 板 的 稳定 
刚性 的 问题 能 引 到 稿 分 方程 [18] 。 H. B. 总 沃 林 斯 基 在 他 的 论文 [14 
中 利用 积分 方程 解 出 柱 体 裔 的 稳定 刚性 的 问题 。 在 后 证 情况 中 核 是 不 
对 称 的 ,但 它 是 属於 所 训 可 半 称 化 的 一 类 ,在 芝 类 中 实数 特征 值 的 存在 
定理 是 正确 的 。 

$ 65. 在 弹性 牛 空间 上 刚 坚 的 街 体 的 压力 “我 们 试 考究 守 空 疝 
z<0。 我 们 裔 有 一 狗 对 刚 罕 的 物 呆 (我 们 将 称 半 物体 篇 衡 位 ) 历 在 过 和 牛 
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从 于 的 z= 0 下面 上 的 六 部分 上 ,3 壹 棕 以 在 行 於 z 轴 的 力 久 压 共 人 补 窑 六 
上 上 上。 假定 年 空 肖 与 街 体 疝 的 摩 氛 力 不 存在 。 余下 的 部 分 8 没有 外力 
的 作用 。 要 求 的 是 确定 在 秆 空间 中 的 风力 场 殿 位 移 场 , 范 也 建 江 作用 
锥 种 由- 上 的 力 与 它 的 移动 癌 的 关 傈 。 

我 们 所 表述 的 问题 ;名 叫 “ 街 体 压力 的 问题 ”, 已 引出 广泛 的 文献 。 
我 们 将 在 第 六 章 中 考 完 惧 它 相关 似 的 平面 关 题 。 在 遭 台 我 们 化 述 守 容 
间 上 衙 佐 的 压力 问题 的 解 ,得 解 建立 在 把 它 引 到 某 个 第 一 种 积分 方程 
的 基础 上 。 

过 个 解 是 B. 开 . 多 福光 若 飞 奇 在 他 的 褒 文 [39] 中 得 到 的 。 

我 们 试 发 述 我 们 的 间 题 的 方程 及 兆 界 条 件 。 

我 们 试用 %,%, w 表 记 弹性 位 移 的 向 量 的 分 量 。 不 考虑 徽 体 力 ， 
我 们 能 认 篇 如 %, w 满足 强 性 理论 的 已 知 方程 : 
_1 2%.0 
1—20 ox% ! 
1—20 9y 


1 20 
+I D2 0 


4Aw 十 


do 十 


一 0， 
(1) 


OV ,9w 
9 下 十 这 Oy 3 EZ 入 


其 中 o 是 卜 阿 松 傈 数 。 生 过 些 方程 相伴 的 滤 界 人 条件 是 迁 样 的 。 
在 及 .上 没有 外力 ,而 在 S .上 没有 摩擦 ,所 以 在 全 部 zy 平面 上 我 们 
有 z 
: Te = Tys=0, z=0, z (2) 
再 者 ,显然 ， 
: 在 上 上 03 一 0。 (3) 
分 z 一 p(w， y) 是 征 体 与 什 空 间 相 接 盘 的 部 分 的 曲面 的 方程 。 基 
在 SS 上 2 一 4 十 2 十 一 0(2 y=, Y), (4) 


一 -人 
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其 中 ez 十 09 十 5 的 数值 表 徽 生体 的 刚体 移动 。 我 们 注意 ,依照 微小 形 
名 的 假设 , 假定 常数 a, 8, 。 及 夯 数 p(x,y) 是 小 的 。 最 化 ,我们 设 
在 无 奶 这 不 位 移 是 有 限 的 ,而 应 力 是 消失 了 的 。 

首要 , 街 体 压力 的 关 题 便衣 千 和 到 在 簿 界 条 件 (2 ) 一 (4 ) 下 方程 (1) 
的 积分 。 在 问题 的 解 中 常数 a, 5, c 留 下 篇 不 知 的 : 解 出 这 问题 化 可 能 
依 下 面 的 方法 由 种 体 的 平衡 休 件 来 确定 它们 : 介 奈 於 种 体 上 的 力 @ 是 
治 着 z 轴 作 用 的 。 出 


j vdsdy=Q, (5) 


| vodr dy = | yo dr dy =0, 
| 


我 们 南开 始 走 向 我 们 的 六 题 的 解 出 。 如 已 知 的 @ ,满足 方程 组 (1 ) 的 
画 数 v, v, w 可 以 由 下 式 梯 表示 出 


UV 一 0 十 2 和， 见 一 03 十 2 到 2 一 0 十 2 3 


其 中 p19 029 03) 由 是 调和 画 数 ,第 们 之 间 有 下 央 傈 


oy _ _ 1 dp 99» 99s 
OZ 5 人 9 下 DI] t DZ )。 


我 们 的 问题 的 录 界 条件 尤 许昌 把 任务 引 到 仅 一 个 满足 下 面 渡 界 人 条件 的 
夯 数 ps: 


在 SS 上 ps 一 人 (2 7) ， (6) 


~ CY] Os 
在 上 D2 9 (7) 


我 们 将 发 街 体 的 曲面 是 充分 平滑 的 , 停 使 6(z, y) 是 可 以 十 次 连 秆 地 
微分 的 。 所 以 ,特别 地 说 ,我 们 设 街 体 的 曲面 上 是 没有 牧 渴 的。 在 下 面 
我 们 主要 地 将 依靠 0. 蔡 喜 下 [40] 的 结果 。 和 从 温 庄 特例 地 得 出 , 若 范 数 


@ FE. 肉 夫 效 , 弹 性 的 数学 理 输 , FTTI， 1932。 
@“ 郊 条理 克 及 米 塞 斯 ,数学 物理 的 微 劳 与 积 从 方程 , TTTH, 1937, 第 290 一 293 页 。 
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Cox y) 仅 是 充分 万 滑 的 ,在 2<0 的 平 空间 中 是 届 和 的 日 可 用 可 溃 和 
地 微分 的 坚 眉 密度 的 势 的 形式 来 表示 的 满足 浊 界 条 件 ( 6 ) 及 (7 ) 的 画 
数 pa(z, 9 2) 是 存在 的 。 我 们 注意 由 pas(z，y， 2) 的 可 用 单 层 势 来 表示 
的 性 质 得 出 过 画 数 在 全 部 了 了 下 面 上 是 溃 入 的 , 在 区 域 及 5 的 小 

界 上 它 的 数值 是 所 设 的 。 
知道 得 点 ,我们 将 由 下 式 柑 求 9a 
Pao»9,D = || plé, oD) Ee, (8) 


其 中 2=(z 一 6)? 十 (Y 一 7)? 十 2。 在 面积 S 的 外 面 ,特例 地 在 S 上 ,办 
(8 ) 可 能 在 积分 号 下 求 微分 。 再 者 ， 
Sps -2 wt, n) 9 5 ’ 


在 S' 上 它 杰 般 等 。 喧 样 , 势 (8 ) 自然 满足 条件 人 7)。 
再 者 , 兆 界 条件 ( 6 ) 答 : 


在 S 上 | dare, 9), (9) 


逮 是 具有 未 知 画 数 _ (6, 97) 的 第 一 种 积分 方程 。 因 篇 在 S 上 z=0, 故 
它 的 核 


1 1 

7 “VCDTOT 
是 半 称 的 。 由 办 在 上 面 所 狂 述 的 C. 棕 爱 下 的 结果 方程 (9 ) 是 可 解 的 。 
再 者 写 有 唯一 的 解 , 否 划 就 存在 着 某 个 过 和 纺 的 ,在 z<0 时 是 调和 的 , 满 
足 光 界 人 条件 (6 ) 及 (7 ) 的 函数 ,而 遵 , 如 已 知 的 ,是 不 可 能 的 。 


核 = 有 能 奇 性 。 然 而 , 我 们 证 明 , 对 这 核 说 希 尔 伯 股 - 施 密 特 害 


理 仍 有 有效, 蔽 是 818 的 航 数 (8 ) 一 般 地 和 愉 将 不 一 致 软 伍 ,而 仅 篇 均值 隐 
效 @. 

我 们 通常 表 训 
| oo  @。 天 从 均值 收 独 性 , 参 开 $20。 
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| WE 7) dé dn=Kn, 


访 


由 $10 的 定理 工 接着 知 关於 核 二 的 二 次 鼎 核 , 将 位 是 对 籼 无 祷 大 ,所 


以 尼 涪 大 出 伯 脐 - 施 凯特 定 击 将 是 下 各 的 。 我 们 就 用 及 P(E 
表 记 对 称 核 二 的 特 微 值 及 特 微 画 数 ; 旭 六 及 giCE ,将 是 二 次 万 核 


的 特 微 值 及 特 微 画 数 。 根 据 希 尔 伯 股 - 施 密 特定 理 
Kk ?n= 也 和 2 Pr L,Y); 


agp= (WDE) -| WE, TP EM AE dn, 


在 起 衰 若 仅 积 分 
| lacé, latan= el 


存在 , 右 端 部 分 的 报 数 一 致 收 敌 。 
我 们 坛 才 和 
An(2， Y) = p> GpPpr (2, Y) 
兹 考 完 数量 积 
(CK? — pn)) MW— Hn)o 
依照 布 里 亚 柯 夫 斯 基 - 施 塞 而 茨 不 等 式 ,我 们 有 
[(K?2(— Ln)， 内 一 一 As) | 去 [K?Cp— — Ln) 1: | — nt = 
= [Kn— K2unl |p — pnlo 
再 者 ， 
Kao 一 下 Dl arp ) 一 袜 mEspz= 翌 体 Pko 
级 数 (10) 一 致 收 仇 ,所 以 2 一致 收 敏 於 Kn; 又 更 有 
|K2u— K2pn|—>0, 
LK 一 nl 的 数值 是 有 界 的 。 事 实 上 ,依照 三 角形 不 等 式 


(10) 


(11) 
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一 一 - 一 -一 


pd < hd = llr Sal 
及 ,由 於 具 赛 耳 不 等 式 
| pon| <2|u|。 
由 此 楼 着 知 ,《11) 的 数值 趋 众 堪 。 另 一 方面, 因 篇 核 二 是 对 称 的 , 故 根 
据 $11 的 公式 ( 3) 
(Ka pn), KH— Hn) = (K (1— Hn) ? K (Wm— Hn)) 
=|EK(u—wo) =IKu— Kd? 
由 此 接着 知 , Kjw 均值 收 钱 於 Kj。 但 是 
Kim=K( > CK0 ) 一 > axkK px= > PR 
Kl1 k=z1 Kewl vg 

遵 柑 ， 

Ku= SA pr (12) 
无 密级 数 的 和 斌 入 是 已 的 部 分 和 在 光 值 收 优 的 总 闵 下 的 标 限 。 等 式 
(12) 表 示 出 核 二 的 希 尔 伯 股 - 施 密 特 定理 @。 


我 们 转 到 方程 (9 )。 如 已 注意 了 的 , 它 的 解 是 唯一 的 。 由 此 接着 知 ， 
核 二 的 特 微 夯 数 系 是 完整 的 。 事 实 上 ,分 硬 数 o(z, 人 是 与 所 有 pxC% 
9) 夯 数 正 交 的 。 划 根据 公式 (12), Kw 三 0。 因 篇 楷 次 方程 ( 9 ) 的 解 是 
唯一 的 , 故 与 之 相应 的 蛮 容 方程 公有 和 零 解 ,所 以 必须 有 wCz,Y) 三 0。 弃 
然 夯 数 系 px《XY,Y) ,==1，2,…', 是 完整 的 ,所 求 上 KG 7) 及 自由 项 
8$(w,Yy) 就 可 能 分 解 成 级 数 


HS， 7) = Darpalé, 1), r= PH), 
VL, Y) = DEACHDR Gi=(B, pr)o 


0 计 坎 因 炎 改 变 和 合 , 可 能 座 晤 ,对 具有 冉 奇 性 的 任 一 妆 称 核 来 周 希 评 伯 脱 - 施 密 特定 理 
是 正确 的 。 
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me 一 一 -一 - ee = 


以 此 代入 (9 ) 中 蓄 利 用 下 式 (12) ,我 们 得 
圣人 PrCT)Y) = 0, pk Y), 

由 此 am 一 入 人 ,县 我 们 得 下 式 楼 的 解 

jE = Dl MBrpr(E, We (18) 


还 楼 ,任务 便 冯 和 结 到 归 称 核 二 的 特 微 值 及 特 微 面 数 的 几 算 。 导 可 能 用 


上 篇 的 第 二 童 中 所 途 述 的 方法 作出 。 答 了 肤 证 级 数 (13) 的 实验 合用 
性 ，B. HH. 多 斑 史 车 飞 奇 计算 了 形状 是 旋转 扫 物 哈 的 第 体 的 站 和 角 数 的 
头 六 项 。 上 与 正 砍 解 相 上 比较 示 出 砍 定 压力 @ 的 误差 和 篇 2.26%。 
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8 66. 希 尔 伯 胸 问题 ”我 们 将 考究 下 面 的 问题 : 求 在 某 平 面 区 域 刀 
中 是 调和 的 画 数 , 假 衣 在 境界 的 一 些 部 分 上 所 求 画 数 的 数值 是 已 给 出 
的 ,而 在 境界 的 男 一 些 部 分 上 宅 的 法 牺 微 商 的 数值 是 已 答 出 的 。 
篇 了 简单 起 见 , 我 们 设 将 组 成 境界 工 的 每 个 器 端点 在 内 的 曲 娘 段 
看 成 于 ,在 各 些 听 上 画 数 和 它 的 法 娘 微 商都 是 已 知 的 。 
我 们 用 Yi1, Ys，…，, 7Yzn-1 裘 记 所 求 彰 和 画 数 U《z, y) 已 输出 的 各 
境 神 外, 站 分 在 得 些 狐 上 
U=f(), | , (1) 
其 中 3 是 境界 弧 的 长 度 。 再 者 ,我 们 用 yo, 74 …， ?ax 表 如 那些 法 粽 微 
南 已 给 出 的 各 境界 踊 , 北 但 在 这些 弧 上 
= f(s) 9 (2) 
其 中 小 是 境界 的 向 外 法 和 粽 。 轩 题 入 其 夯 数 UV(z, y) 的 至 求 , 坦 夯 数 在 
区 域 中 是 疫 和 的 ,在 境界 上 满足 等 式 (1 ) 及 ( 2 )。 
我 们 用 ox 及 Bi 表 记 yzx 的 开端 与 尾 端 。 基 ,显然 , Bx 及 axryi 是 
弧 yxsd 的 开 问 筑 尾 端 。 我 们 将 不 事先 假定 U(x， y) 在 a 及 Bx 点 是 
束 矿 的 。 则 ,如 我 们 看 出 , 希 泵 伯 股 问题 尤 症 有 无 数 多 个 依 顿 放 革 些 贿 
数 的 解 。 可 能 由 迁 些 参数 的 玩 择 使 U(z, y) 成 篇 连续 的 。 
我 们 武 变 换 人 条件 (2 )。 我 们 用 F(z, y) 琢 记 与 ITCz,y) 共 暂 的 画 
数 。 由 基 柯 西 - 袭 曼 方 程 ， 


OO 泛 问 题 雪 示 出 是 希 角 伯 脱 的 一 般 疝 题 的 特别 情况 。 禹 尔 伯 脱 的 一 般 而 是 是 苇 求 疆 
和 部 数 ,其 输出 的 儿 件 是 在 填 异 上 已 知道 可 数 贸 其 法 粮 答 商 的 粽 性 粗 合 。 
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由 此 我 们 能 砍 定 在 绝 yzx .上 VV(z, 9) 的 数值 : 
在 7 上 VoD-) Hd+tO=) fas)dst+Or 


我 们 表 记 . 
| F(as=7*(), 
现在 希 页 伯 腊 问题 能 这 样 地 御 起 述 : 求 在 区 域 D 中 解析 的 落 数 ,在 境 
界 的 一 些 部 分 上 革 画 数 的 实数 部 分 的 数值 已 输出 ,而 在 境界 的 另 一 些 
部 分 上 宅 的 虚数 部 分 已 答 出 : 


在 yzk-t 上 U =/(s), | (8) 
在 Y2x 上 V =f*(s) + Ox, 
其 中 O04 是 随意 和 常数。 


我 们 裔 上 十 证 ==9(z) 及 合 T(z; 0) 是 区 域 的 施 窒 而 奖 核 ( 见 $41)。 

则 
pO =|, VT; gda+iO， (4) 

其 中 CO 是 某 常数 ; 工 是 区 域 D 的 境界 。 显 然 , 若 我 们 求 得 在 弧 yak 上 
U(c) 的 数值 , 画 数 "(z) 就 知道 了 ,而 我 们 的 问题 就 解 出 了 。 

我 们 试 把 (4 ) 中 的 积分 分 篇 两 个 :一 个 依照 y1, Ys，…, ym-1 分 
信 洲 ， 党 二 个 依照 跑 72， Ta Yon 分 人 着 。 由 崔 休 件 《1 ) ,第 一 个 积 
分 是 已 知 的 数值 , 它 等 


去 习 | rorGoan。 


9 二 


TT (2) 表 记 进 积 分 , 送 样 就 
gz) = 二天 UCoOTCz; do tw(z) +iO, 


2r k=1 
分 tt 篇 某 强 yan 的 一 点 , 相 庄 於 弧 屋 8。 在 末 一 等 式 中 裔 z-t, 我 
们 过 到 极限 。 租 了 作出 右 兆 的 积分 光 到 极限 ,利用 $41 的 公式 (27): 


1 m1 de 
py Ct Cadac mt? C )ac 。 


[67] 叶 平 面 的 希 鲜 伯 脱 癌 题 303 
现在 
| 4 S| Uo Pa; Dao+ wo(2) +i0, 
MT k=l Yon (一 之 k=1 J Yar 


因 篇 丽 数 了 了 (z; 5) 是 如 和 纺 的 ,在 第 二 项 中 可 能 在 积分 号 下 取 极 限 。 
第 一 项 是 柯 西 型 积分 , 它 的 权 限 用 $22 的 公式 ( 2 ) 求 雄 定 。 泪 榜 , 我 们 
有 z 


p=U(s) 十 -二 > | 2 十 衬 | U(o)P(t; Cdot+ 


: +w(D) +i0, 
在 过 等 式 中 我 们 把 虚数 部 分 分 出 雅 利 用 人 条件 《< 8 )。 则 我 们 得 


在 Ym 上 一 云 站 | VCR (pF)+ 


t+) Vn) In (PG; Dao= 
=f*(s)— Tm (0)} + On; (5) 
z Cn 一 Cu 一 C。 

等 式 (5 ) 是 奇 性 积分 方程 , 它 的 未 知 数 是 在 弧 yan 上 U(z,y) 的 
数值 。 解 出 时 方程 德 ,我 们 利用 公式 (4 ) 求 得 UCz,Y)。 在 527 中 所 
化 壕 的 方法 可 能 使 方程 (5 ) 肯 到 弗 记 德 和 蒙 方程 。 然 而 吐 方 程 的 研究 
熏 解 出 在 一 般 的 情况 中 给 出 可 观 的 困 闪 。 所 以 我 们 实 限 放 考 完 最 简单 
站 情况 , 印 营 隐 城 D 古人 平面 的 情况 。 

8 67. 直下 而 的 着 天 伯 股 问题 年 平面 的 施 涯 而 茨 核 荐 容易 建 女 
的 。 篇 此 我 们 利用 $41 的 公式 (26)。 

图 的 施 罕 而 菊 核 是 湛 知 的 , 它 等 於 


] / ) 1 z+t . 
人 T)do oy ro do ，, 
其 中 t 是 图 内 的 点 ,7 是 图 周 的 点 ，ao'= |ds|。 使 单位 图 保 角 映射 到 


生平 面 的 上 上 面 y>0 风 男 数 有 下 式 栋 
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用 S41 的 公式 (26) 
_1 iz+1 la 
Br T (2; C6)do = Ti Fa 一 ; Trola° 
若 我 们 分 《= 上 十 筷 , 则 在 什 平 面 的 滤 界 上 7 =0 及 = 上。 由 此 


1 1T ecz+l dé 
六 了 Od = 吉 41 (1) 


或 Tb)do = 
08 的 公式 (4) 取 下 术 
p= 去 | -二 | 证 +i0; 


~ 
u€)=U(E, 0)。 
第 二 个 积分 是 常数 。 用 同一 字 C 家 如 


A 


+1 
的 数值 ,我 们 用 下 式样 表 出 施 窄 而 区 积分 
PD) = | +i0, (2) 


篇 了 笨 音 起见 我 们 裔 7。, ys，…, Ya 各 段 都 是 有 限 的 ,这 标 使 在 
千 下面 的 滤 界 的 各 部 分 上 ,除去 无 窗 速 处 ,已 给 出 夯 数 7 SS, 0)= 太 纪 。 

全 二 是 段 yo 上 的 点 。 在 公式 (2 ) 中 我 个 分 2 一 如 重 揽 866 的 者 
究 ,我 们 来 到 奇 狂 积分 方程 


在 yo 上 一 天 |， vRe(ee)=- 产 O-ImfoG))+Ov。 


om 
表 记 的 意 闵 是 与 $66 中 一 样 的 。 
可 能 简化 我 们 的 方程 。 首 先 ，&, it, 只 的 数值 是 位 数 ,所 以 可 能 咯 
去 符号 Re。 仍 篇 了 简短 起 昂 我 们 表 记 
f(D—TIm{ot)}+COn= — BE),。 


[$07] 侍 不 面 的 锁 及 伯 脱 问题 805 


出 我们 来 到 方程 
I w€) -= BE), (8) 


oD Yat Ya & 一 
遭 方 程 可 能 用 在 $ 27 中 所 锋 述 的 方法 求解 出 。 在 道 惨 我 们 ,如 在 
$ 26 的 末尾 所 作 , 把 各 方法 略 予 改 释 后 利用 之 。 
分 2 坊 复 平面 上 的 任 一 点 。 我 们 分 


TO- 动 | vb (4) 
利用 天 芯 柯 西 型 积分 的 极限 值 定理 ,我 们 得 
在 Ym 上 FAD + Pelt) =iB(). (5) 
我 们 就 引入 新 未 知 丽 数 Bz) , 识 

Gz) = I Gan)(Be—2)F (2) (6) 


在 公式 ( 6 ) 中 的 根 式 在 Ym 的 雨 滥 有 不 同 的 正 负 号 。 由 此 容易 求知 
G(2) 满 足 方程 


在 yo 上 -GDB Had) (BD (7) 
过 方程 的 解 的 一 个 是 
5O= 击 | ,BVH Go(p-5 -站 
有 从而 ， 
1 


下 (一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 X 
2rM/ 在 Cz 一 mo) (Bs—2) 


x| ,BOV HCE- (cb EE,. 
由 此 我 们 求 得 w( 人 :利用 到 式 
vt) =Fi(i) — Felt), 
在 我 们 的 情况 中 烙 册 
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1 


在 Ym 上 A= 一 /一 一 一 一 一 一 一 
TN I (t—axr) (Bi—t) 


> | BE H 全 一 or) (BA ES ( ) 
把 痢 次 方程 
在 yan 上 | we -0 


的 解 vo) 加 艾 ( 8 ) 和 后 我 们 得 到 通 解 。 

证 
Folz Wo de -7) ， 

)= 277? pz Ff Yan (2) 和 一 11 (2Z~— ox) (BE 一 2) 

我 们 得 Bot) — — Dot) =0 。 
由 此 接着 知 ,在 全 部 平面 上 B06(2Y) 是 单 值 的 。 利 用 导 8 26 中 相 类 侯 的 六 对 
论 , 我 们 容易 信服 Bo(1) 是 需 需 % 一 工 的 任意 多 项 式 。 用 - 5 -Qi 
来 表 记 它 , 我 们 有 : 


Qt) 


Uo(t) = Pont) -ee 一 。(9) 
人 《一 了 一 nl (一 一 (5 一 站 


方程 ( 8 ) 的 通 解 有 下 式 楼 
在 72m 上 


4 


TY I (f—ax) (Br—t) 
x| BY I -0 (BEE+} (10) 
/ Q(t) 


十 O 
VY —D™ I (~an (Bi—t) 
因 篇 丽 数 w(t) 是 实数 ,多 项 式 8,_10) 的 傈 数 必须 取 实 数 。 
公式 (10) 含 有 2m 个 随意 常数 : BCE) 中 所 舍 的 个 常数 0 及 多 
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项 式 @,_1(t) 的 7 个 保 数 。 纵 出 那些 或 其 他 附加 的 条件 , 可 能 雄 定 窑 
们 。 特 别 地 设 , 可 能 壹 样 地 玩 定 它们 ,你 使 4 引 在 ax 及 Bi 点 已 是 回炉 
的 。 

8 68. 关於 雨 强 性 什 平 面 的 接连 问题 ”分 给 出 两 种 弹性 介质 ,以 其 

中 的 一 种 装 满 上 秆 平面 ,而 以 男 一 种 装 满 下 千 琅 硬 。 我 们 订 南 全 琅 面 

沿 到 无 诫 器 的 十 直入 z+< 一 a。 及 +a (图 19) 接连 着 ,其 间 无 摩擦 存 

: ~、 在 。 在 -aszsa 段 存在 着 急 限 窄 次 的 

糙 , 把 两 持平 面 分 开 。 在 入 的 雨 尖 的 雨中 

耕 面 上 有 相同 的 , 沿 着 颖 均匀 分 佑 的 ,强度 

图 19 篇 hh 的 糯 同 拉力 施 於 其 上 。 最 和 钱 , 我 们 设 

在 乱 祷 带 处 应 力 等 礁 零 。 所 要 求 的 是 在 雨 人生 在 面 中 的 应 力 场 。 我 们 试 

用 cz ov Ty 表 刀 上 牢 在 面 中 的 应 力 , 用 忆 , vz 表 记 上 秆 平面 中 的 位 
移 , 用 入 及 心 表 刀 它 的 拉美 傈 数 。 最 和 后, 我们 兮 


D3 
A 


天 从 下 生平 面 的 各 同 数量 我 们 将 疤 子 标号 2 水 表示 。 我 们 也 奖 用 
91(?)， 由 (2%) 及 922), 由 (z) 分 别 表 刀 上 富平 面 及 下 中 平面 的 高 页 箱 
画 数 。 我 们 试 关 明 我 们 的 问题 的 温 界 条 件 。 

首先 , 沿 着 4% 一 0 畏 的 全 部 

rzy 一 To 一 0。 (1) 

事实 上 ,在 雨 守 平面 相 接 束 的 |z| >>a 的 两 段 上 ,没有 摩 述 , 切 向 应 
力 不 存 在 ;在 1z| <a 段 上 仅 有 法 向 力 , 司 向 应 力也 不 存在 。 再 者 ,在 
|z| <a 段 上 ,根据 条件 ;有 强度 篇 的 法 向 拉力 的 作用 。 渤 输 我 们 下 
面 一 组 休 件 : 


1 一 一 一 一 一 一 一 


oy=h, oy=h, y=0, |2| <c。 (2) 
最 后 ,在 弹性 介质 接 如 处 的 两 段 上 两 介质 的 妓 诅 法 向 应 力 及 如 窒 位 移 
必须 是 相同 的 。 过 中 我 们 到 下 组 人 条件 : 
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oy=0y, Y=0, |z|>a; (3) 
w=uy, Y=0, |¢|>a。 (4) 

解 我 个 的 问题 ,我 们 以 下 面条 件 代 赫 小 界 休 件 (3 ) 及 (4 ): 
w=0, w=0, y=0, |z|>a。 (5) 


送 显 然 没 有 违背 条件 (4 )。 关 众人 条 件 ( 3 ), 旭 我们 将 在 最 后 计算 中 信 
服 , 它 也 税 满 足 了 。 

代替 (3 ) 及 (4 ) 的 人 条件 (5 ) 的 引出 尤 许 我 们 分 开 地 考究 上 下 雨 牛 
下面 。 吉 样 ,对 上 全 簿 面 襄 我 们 有 下 面 的 兆 界 条 件 : 


Toy=0, y=0; (6) 
y=h, y=0, |z|>a; (7) 
w=0,， y=0, Iz|>>a。 (8) 


同样 的 条件 对 下 竺 玫 面 说 也 成 立 。 所 以 我 们 以 和 馈 将 省 去 标号 1 及 2 。 
我 们 转 到 高 鲜 刹 画 数 pg(z) 及 由 2)。 依 照 8 40 的 公式 (8 ) 及 (9 ) 
在 人 衣食 Y=0 上 
pO) +2p +P i | CX tiy,) ds (9) 
依照 已 知 的 公式 
和 ,一 Gu COS (>， 2) + Toy COS (2， 7)， 
上 ,一 Toy Cos (2 2) 十 ay Cos (», Y), 
其 中 v 是 境界 的 向 外 法 乐 。 我 们 考 完 上 咎 斑 面 ,所 以 z 是 指向 鳞 v 的 
一 潍 , 它 使 cos (v ,x)==0, cos (v, 切 = 一 1。 现在 由 休 件 (6 ) 我 们 得 
避 , 一 0， 上 ,一 一 人 yo 再 省 ， ds = dx 将 它们 代 和 估 ( 9 ) ,我 们 得 : 
PO+2TE) + P= Jo ds, y=0, 
但 是 党 y=0 时 ,z=%=3z, 期 我们 有 理由 给 上 面 等 式 另 一 式 料 
pO +2PO + T= ods, y=0, (10) 
我 个 试航 记 
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51p (2) + hs) =0(2)。 (11) 
西数 9(z) 在 上 中 平面 中 是 正则 的 。 由 (10) 接 着 得 
p+ =|maz。 (192) 


上 一 等 式 的 右 渡 部 分 是 实数 。 由 此 接着 知 左 撑 部 分 也 是 丑 数 , 邹 

Im {g(z)}=Im {0(z2)}, y=0。 
於是 基 寄 和 画 数 Im {gp (2z)} 及 Im (0(z)}), 弃 然 在 两 伯 簿 面 的 浪 界 上 是 
相等 的 , 宅 们 就 在 任何 熙 都 相等 , 旦 从 而 解析 画 数 2(z) 及 0(z) 能 相差 
一 实数 常数 。 但 是 gp(z) 一 般 地 窗 雁 定 到 人 留 有 一 常数 不 定 , 所 以 我 们 有 
理由 谤 


p(2)=0(2), 
以 此 代入 (12) 中 昔 对 > 微 俱 , 我 们 得 : 
Re fp'(D)} = 0 Y=0。 (18) 
利用 人 条件 (7 ) ,我 们 有 : 
Re{g'(2))}=2， y=0,， |z| <a。 (14) 


我 们 试 从 事 从 条件 (8 )。 用 $40 的 县 式 (4 ) 
2 Wot yg) =ug2) —29" C2) — V2)o 
在 过 公式 中 我 们 珊 y=0。 则 2 一, 及 
2 Ut by) =rp(2) — plz) o 
把 虚数 部 分 分 出 落 利 用 条件 (8 ) ,我 们 得 
Im {9(2)}=0, y=0, |z|>a。 
对 2 微分 着 等 式 和 后 ,我 们 得 
Im {9'(2)}=0,y=0,， lz|>o。 (15) 
条 件 (14) 及 (15) 示 出 而 数 9'(z) 是 希 研 伯 觅 问题 的 解 。 
我 们 合 $() 二 二 gp'(z)。 人 条件 (14) 及 (15) 炙 成 下 面 : 
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Re {GB(z)} 一 0， y=0, Iz|>a, 
Im {8(2)}=—2， y=0， |z] <a。 


在 我 们 的 情况 中 仅 是 一 段 Ys( 一 a, a)。 再 者 , 6(t)=0, f*(t) = 
= 一 子 且 从 而 , BC) = 一 全 十 C%。 我 们 试用 妃 表 好 一 分 十 0 的 数 
利 。 现 在 用 $67 的 公式 (10) 我 们 求 得 : 

当 y=0, |i<a 时 


4 AAAr2. 产 3 
Fe {GO} = | ,+ 7) 


我 们 试 计算 (17) 中 的 积分 。 我 们 用 i 梯 它 又 用 % 除 它 使 它 略 篇 简 
化 兢 下 式样 


(16) 


B f VE —adé 
i ~、 12—a2 一 Q £— t ° 
我 们 试 檬 根 的 那 一 支 , 它 在 无 祷 这 契 有 下 展开 式 


有 2 


~ 2Z2 02 2Z— 


2 
我 们 试 考究 柯 西 型 积分 : 
/a 
#2) = 2 do 


境界 C 是 在 图 19 上 表 出 的 ; z 点 是 在 0 的 外 面 。 我 们 就 在 彼 积 丽 数 的 
分 子 中 加 上 再 减 去 > 则 我 们 得 
YXY(z) = | 人 十 下 Cr 


Dm Joc《 一 2 


因 篇 而 数 -二 是 在 0 的 吉 面 正则 的 ,第 二 个 稿 分 等 从 卉 。 再 者 , 丙 数 


YC 一 @ 一 是 在 0 的 外 面 正 旭 的 且 是 在 无 帘 于 处 等 於 於 秀 。 所 以 ， 
XK(2) = 22 一 02 一 2 
境界 CO 与 在 (一 4a, 2) 段 上 来 回 过 十 次 是 等 效 的 。 在 段 的 上 面 及 下 
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面 根 有 不 同 的 正 负 号 ,使 
XGO 一 -二 | > CC 


由 此 

If ~V £2—a? 
mY a 上 一 2 
根据 柯 西 型 积分 的 极限 值 定理 


1 ff" 人 22 一 a2 1 
| D+] = i 


以 此 代入 (17) 和 后 ,我 们 得 : 
党 y=0 及 | 让 <a 上 时 RetGG)= 一 -< 纪 + 4 (18) 


Vi2—a Vii—a° 
我 们 斌 体 明 A=0, 我 们 斌 识 9' (2) =p+29; 刚 D(z) 一 9 一 他。 用 
$40 的 公式 (5 ) 


dE= 人 /22 一 02 一 2。 


p= 开 (oo 十 ao)。 
在 我 们 的 问题 中 , 题 然 ，o0s 及 ov 在 对 y 轴 说 是 对 称 的 雨点 上 是 相同 
有 的。 由 此 接着 知 
P(2,Y)=p(—7, Y), 
即 p(z, y) 是 的 偶而 数 。 认 是 则 


也 是 2 的 偶而 数 , 而 而 数 
gq(2,0)=| S130 dug(0, 0) 


臣 是 奇 的 ,或 是 与 奇 的 相 莽 一 常数 ， 朋 公式 (了 1) 


jn Bi 4 
A 引 <a。 


Bis A 
— ae 


本 
i. se 
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ll qlt, 0) tg-t, 0) = 
仅 在 4=0 脖 能 是 常数 。 
壮 样 ， 
Re {dD}=— EH, y=0,， |t|<a (19) 
~ 12— 02) » 心 


我 们 献 回民 ,党 | 引 >“ 及 y=0 时 Re{G(D)) 一 0。 浊 样 ,Re(G()) 
在 宾 数 轴 的 全 部 上 是 已 知 了 。 
用 867 的 公式 (1 ) 及 (2) 
G(z) 一 一 -| Ee +20'， (20) 
其 中 0' 是 实数 常数 。 人 
4 
PO) 一 gr | a (C2) 


其 中 0 是 在 图 19 (第 307 页 ) 上 所 才 出 的 境界 。 画 数 ~ 下 一 5 是 在 C 


的 人 外面 正 有 的 , 且 在 无 器 加 不 是 等 於 一 ;依照 柯 西 积分 的 已 知性 质 


pz) 一 < 一 工 。 


我 们 就 以 与 其 等 效 的 在 (一 a, a) 段 上 往返 过 两 次 所 租 成 的 境界 来 代替 
境界 CO。 用 与 在 积分 (17) 的 计算 中 所 作 同样 的 讨论 ,我 们 求 得 


-| 3 < 2) -#2 


及 OA 0 
现在 Pi = B71) -0 


陕 下 的 是 确定 常数 刀 及 0'。 依 照 假定 ， 让 入 六 过 由 计 力 等 兴 寺 由 此 
(az 十 ay)e-- 一 4ReftpP eco) 一 一 4 一 0 
及 C =0。 篇 了 求 B, 我 们 转 到 人 条 件 (14), 在 (一 4, 9) 段 上 根 式 V z? 一 a? 
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是 虚数 , 因 之 | 
当 y=0， 一 oweo 上 时 Retp (Co 一 一 已， 


由 内 条 件 (14) 它 烙 出 了 二 一 全。 最 和 后 


?D3 (Es -1). (21) 

我 们 已 得 到 满足 小 界 休 件 (1 ),(2 ) 及 (5 ) 的 上 补正 面 的 解 。 光 
下 生平 面 解 我 们 的 问题 ,我 们 来 到 那 相 同 的 解 (21) ,但 样 pl(2) 三 pa(z)。 
余下 的 是 要 有 验证 我 们 的 解 满足 人 条件 ( 8 )。 但 是 迁 直 接地 由 公式 (13) 得 
出 。 由 办 过 公式 | 

当 y= 二 0 时 oy=2Re{(gpi(2)} =2 Re{g2(2)} = 

我 们 的 问题 现在 已 完全 解 出 。 

$ 69. 关於 雨 弹性 半 平 面 的 接连 问题 (一 般 情 况 ) ”现在 我 们 试 疏 
在 两 到 性 守 平 面 的 粮 选 界 上 有 多 个 梯 (@1, 01)， (02, b2)， (Gn, bn ) 。 
我 们 试 保留 68 的 在 滤 界 上 摩擦 不 存在 的 假定 ,我 个 薄 假 定 在 上 中 下 
面 的 终 的 滤 缘 受 有 强度 乱 p12) 的 法 向 应 力 ,在 下 咎 在 面 的 渴 和 受 有 强 
度 篇 pz(%) 的 法 向 应 力 。 我 个 来 到 下 组 小 办 条件: 


在 侈 部 %$ 轴 上 vsy=0, zzy 一 0， (1 ) 
在 入 上 0y 一 Di(2)，ay 一 02(02) (2) 
在 烽 和 外 的 2 轴 上 = = 人 (8) 


也 如 在 $68 中 ,我 们 求 得 ,由 於 人 条 件 (1》 
Pr(z) 一 2 人 (2 ) 二 Wx(2) ? k=1 ) 20 


及 Re {gs(2)} = = 地 03 y=0, k=1,2, 
等 式 ( 2 ) 及 等 式 ( 3 ) 的 第 一 个 给 出 p1(%) p92《2) 的 人 条件 如 下 : 
在 烽 上 Re{gr(2)} 一 万 LC), (4) 


在 纤 外 的 x 轴 上 Re{gi(2)} 一 及 efyp2(Z)}。 (8) 
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| 


我 们 就 研究 休 件 (3 ) 的 第 二 个 。 作 如 在 868 中 的 讨论 ,我 们 引 它 到 下 
式样 
Ci Im{pai(2) 一 Co In{PoCZD) 


十 __ 
其 中 Cr tl kl1, 2 


对 2z 微分 过 等 式 , 我 们 得 画 数 mr (2) 的 芋 求 所 必须 的 次 一 渴 界 人 条件 ; 

在 血 外 的 x 轴 上 

Oi Im{gi1(2)} =02 Im{g2(72)}o (6) 
我 们 试 表 训 
P22) 一 9a(z) o 
画 数 wz(2) 是 在 上 上 秆 竹 面 中 正 基 的 ; 宅 的 微 商 在 无 虹 带 处 是 等 於 堵 。 
我 们 试 注意 ,在 2z 轴 上 
Ref{p2(z2)} 一 Refps(Cz) Im 人 (ps(z)) = —Im{g2(2)}, 
我 们 在 考究 中 试 引 人 
w(2) =0191(2) + O292(2)。 

宅 是 在 于 焉 面 中 正则 的 , 旦 在 % 轴 上 满足 下 面 的 休 件 : 


在 强 上 Re(w(c)} 一 二 (Cipk(z)+Cspa(o))， (7) 


在 颖 外 Imiw(w)} 一 0。 《8 ) 

从 (4) 得 出 它们 的 第 一 个 ,而 从 (6 ) 得 出 它们 的 第 二 个 。 过 样 ， 
w(z) 的 确定 被 引 到 希 狠 伯 股 问题 ,过 加 题 的 解 已 在 $67 中 给 出 。 确 定 
w(z) 后 ,我 们 用 公式 (5 ) 及 (7 ) 求 得 ,在 禾 外 的 2 轴 上 


Refgi(o)) =Re(ps(o)) = TS 


现在 画 散 g1(%) 及 g2(%) 的 实数 部 分 在 全 部 > 轴 上 是 已 知 了 , 且 壹 些 
画 数 是 用 $67 的 公式 (2 ) 来 确定 。 
”akz) 的 式 子 含有 ” 个 随意 常数 ,它们 也 在 pi(z) 及 wa(z) 中 存在 
洲 。 渤 些 常数 可 能 由 下 面 的 考 宪 求 确定 。 
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=“ 一. 一 


Te re Re Le LI 上 Te -rear ree ee 


条件 ( 8 ) 是 由 ( 6 ) 得 来 的 ,而 ( 6 ) 又 是 由 轩 ”微分 条 件 ( 3 ) 


Uy = Wy 
得 来 的 。 由 此 接着 知 ,我 们 所 建立 的 解 将 不 满足 休 件 (3 ) ,而 是 满足 
、 Qu _ Ous 
在 区 外 Ox QO%’ 
或 者 , 同 榜 地 ， 


末 一 等 式 中 的 常数 ,一 般 地 说 ,在 和 外 z 轴 的 不 同 部 分 上 将 是 不 同 的 。 
需 了 使 我 们 所 建立 的 解 满足 所 有 兆 界 条件 ,指出 的 常数 必须 是 雾 。 温 
条件 已 足 多 确定 在 w(z) 中 存在 着 的 随意 常数 。 

十 个 弹性 的 各 向 浓 性 的 守 平 面相 接连 的 问题 可 类 似 地 解 出 。 

$ 70. 在 弹性 叶 平 面 上 刚 坚 的 秆 体 的 压力 “我们 坛 表 出 -一 式样 随 
意 的 则 罕 街 体 压 和 弹性 定 平 面 中 (图 20) 。 我 们 试 
设立 确定 与 第 人 钵 压力 引起 的 麻 力 的 问题 。 我 们 哉 
作 下 面 的 假设 : 

(a) 小 界 的 z>a 及 Zz 一 a 十 让 上 没有 应 
力 。 z 加 20 

(6) 生体 的 压力 是 与 浪 界 垂 将 的 。 由 此 接着 知 , 秆 体 下 没有 摩擦 。 

指出 的 假设 尤 许 表述 问题 的 兆 界 条件 如 下 : 

(1 ) 和 党 y=0 时 To 一 0， (1) 

(2 ) 当 y=0 及 |z|>a 时 oy=0。 (2) 

( 3 ) 因 需 街 体 的 形状 已 知 , 故 在 生体 下 面 的 站 平面 上 的 各 点 的 艾 
直 位 移 , 除 掉 与 衡 体 沉 天 深度 有 关 的 一 随意 常数 项 外 , 可 认 篇 是 已 知 
的 。 东 样 ， 


当 y=0, 1z| <a 时， 好 =. 帮 xz) 十 常数 ， (3) 
其 中 f(%) 是 一 已 给 出 的 画 数 。 
也 如 在 $68 中 一 样 ,人 条件 (1 ) 尤 许 建立 下 面 各 式 op(z) 及 y(z) 是 
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rs ， 


融 稍 和 着 本 数 ) 


zp'(2) + 2) =9(o), (4) 
当 y=0 了 时 Re{p(2)}= 子 04 (5) 
2 (ust duy) =up(2) — PO (6) 


由 於 (4 ) ,问题 鲁 千 到 仅 画 数 pg(z) 的 车 求 ; 关 傈 (5 ) 及 (6 ) 使 遭 
未 一 问题 中 千 到 希 页 伯 朋 问题。 
我 们 试 表 计 
V(z) 一 Di 十 201， (2) 一 2 十 20。 
休 件 (2 ) 及 (8 ) 粹 出 : 
当 Yy=0 及 jz| > 时 p=0。 (7) 
在 (6 ) 中 把 虚数 部 分 分 天 兹 利 用 人 条 件 ( 3 ), 我 们 得 : 


此 4g=0 及 |z|<a 上 时 4=- 才 co)+ 常 数 


我 们 试 对 z 微 分 过 等 式 站 注意 -3 9。 则 我 们 得 


党 y=0 及 |s|<a 轩 ”9g= 汪 和 Jo)。 (8) 


我 们 又 来 到 希 计 伯 脱 问题 。 利 用 $67 的 方法 可 能 解 它 。 我 们 选 昂 
一 方法 , 它 使 我 们 不 必须 计算 某 些 常数 。 

设 p(z) 在 千 平 面 中 是 有 界 的 ,我 们 能 利用 施 峙 而 茨 积分 来 者 出 
证 四 

一 to 1( 9 1+éz 
p(2) = -二 |、 Ps 和 +i 

我 们 试 微分 和 等 式 ,然后 用 部 分 积分 法 稿 分 。 考 展品 各 ?好 一 X89) 
我 们 得 


Mr 


付 ”上 下 两 牛 焉 面 的 施 鹤 而 获 核 的 正 员 丘 不 同 。 
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p=— 二 | 了 0 qe, 
和 仿 了 箭 短 起 见 我 们 试 表 记 pCé, 0)= 二 pCE)。 利 用 人 条件 (7 ) ,我 个 求 得 : 
p'(2) = 一 二 二 | Pde 。 (9 ) 


ns E—2 
现在 全 zt, 其 路 是 实数 轴 上 (一 4a, 0) 段 的 点 。 因 篇 z 古 在 下 人 和牛 平面 
村, 故 


9'(t) =p0) — | POAE 


Et 
我 们 试 把 虚数 部 分 分 出 。 由 座 人 条件 ( 8 ) ,我 们 有 : 
1(° pede _ 2 
5 TD 人 


过 是 奇 性 方程 , 它 的 解 可 能 用 8 36 的 方法 得 出 : 朗 , 炙 到 26 的 公式 
〈36) 的 表 刀 ,我们 得 : 


pO— rr) at UD 
车 已 知 施 於 衡 体 的 力 的 合 向 量 卫 ,常数 4 是 可 能 确定 的 。 事 买 上 ， 
P=| ok, at=2) ps, 
篇 了 简短 起 见 用 po(i) 表 记 在 (11D) 中 的 第 一 项 合 , 我 们 显然 有 
去 P=| 2oCt0t 二 rd。 


由 此 
4= 起 一 | Polt) dt, (12) 
我 们 试 注意 于 底 第 体 的 特别 情况 。 在 过 情况 中 了 (x) 一 常数 及 
P(t) = -7 o (18) 
活 公 式 给 出 在 衡 体 下 法 向 应 力 分 优 的 规律 。 再 者 ， 


0 CC 
A vr 
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需 了 计算 党 千 分 ,我 们 融 

(= 去 ;| c es): 
其 中 0 是 在 图 19 上 表 出 的 境界 。 丽 数 ~y-3zs 是 在 0 的 外 面 正则 
的 且 在 无 寡 速 不 等 於 雳 ,所 以 


1 
0 


以 在 (一 a,a) 段 上 往返 过 两 次 来 代 痊 境界 0, 我们 得 
1 [ dé 1 


Mi) a VE Maz 


且 和 从 而 ， | 
OT (14) 

在 公式 (14) 中 的 根 在 (一 ac, 4) 段 的 下 面 是 负 的 。 

$71. 多 个 衙 体 的 情况 ”在 有 多 个 街 体 压 在 牛 平 面 上 的 情况 中 , 间 
题 在 原理 上 与 单个 衡 体 情况 同样 地 解 出 ; 自然 ,计算 就 因而 较 被 杀 了 。 

我 们 试用 (ai， B1)， (az， Bs)，…, (an， 6) 表 衣 莱 衡 体 接 如 的 滤 界 
的 各 段 ; 短 些 段 炉 起 来 我 们 试用 工 来 筷 , 而 其 杀 各 段 炉 起 求 我 们 试用 了 
来 表 记 。 我 们 试用 f(z)， 与 以 前 一 样 , 表 记 在 衔 盯 下 横 坐 标 往 2 的 点 
的 既 直 位 移 。 f(z) 的 数值 除 掉 一 随意 常数 外 能 事先 认 仿 是 已 知 的 ,着 
常数 在 不 同 的 段 (ax, Bx) 上 能 有 不 同 的 数值 。 

利用 前 节 的 袁 记 ,我 们 把 多 个 街 硒 压力 的 闫 题 引 到 下 面 的 希 泵 伯 
股 问 题 : 
在 弄 上 Re{g'(t)} =0, 


在 L 上 Im{g'(i)) = 十 ， | \1) 
在 簿 喜 
pO)—— | PE ae=— | a, (2) 


Tj)L E—2 
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Tire 一 一 


Tr 


过 些 公式 的 导出 届 在 前 饰 中 者 一 样 。 在 (2 ) 中 设 zt, 其 中 是 二 上 


的 莫 , 下 把 感 数 部 分 分 并 ,我 们 来 到 方程 


下 L P -一 各 f (1, (3) 
它 的 解 可 能 用 $67 的 公式 ( 8 ) ,在 各 公式 夏 以 一 和 -了 "(人 代替 BCG) 熏 ， 
窟 出 : 
在 二 上 p04)= -x 


"(xt DY (一 了 "一 lal (ft—ax) (Bx—t) 


FO (CD I Ea (Bi—é) 
a 
Qe a(t) C4) 
YY C—D™ I C0) (Bt) 
若 施 从 每 个 衡 钵 上 的 力 的 合 向 量 分 别 是 已 知 的 ,多 项 式 9，;(D) 的 傈 数 
就 可 以 确定 ; 过 些 傈 数 可 用 超 顶 图 积分 裘 出 。 
若 秆 全 是 平底 的 ,出 FCc) 二 常数 (在 不 同 的 段 (ax, Bs) 上 和 过 常数 可 
以 是 不 同 的 ), 且 (zx) 三 0。 在 站 情况 中 


xD 8) 
V (一 恩人 1 (一 cg) (Bi—¢) 
以 此 代入 (2 ) 中 ,我 们 容易 求 得 : 
pz) -1 (6) 


(~D™: Ho (Bee) 

$ 72. 强 性 理论 的 混合 问题 “我们 聘 考 完 充 满 弹性 介 夺 的 某 平 面 
区 域 D。-_ 般 地 壕 , 我 们 将 歌 区 域 D 是 补 连 通 的 (图 21)。 届 在 它 的 境 
界 的 某 些 部 分 上 介质 点 的 位 移 已 输出 ,我 们 用 表 寻 才 些 部 分 ;而 在 
境界 的 父 下 的 各 部 分 上 施 於 弹性 介 搓 的 力 已 输出 ,我 们 用 工 发 记性 些 
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L 部 分 。 在 演 些 条件 下 确定 强 性 介 针 中 的 
座 力 的 到 题 就 串 作 强 性 理 淮 的 谍 合 图 
题 。 
y 到 以 合 我 们 将 设 区 域 D 的 境界 是 充 
分 平 请 的 。 
我 们 试 引 和 下 面 的 霄 和 记 。 用 C 圾 训 
国 21 区 域 D 的 境界 , 即 C== 上 十 以 。 再 者 , 工 
是 由 一 些 彼 此 不 相连 的 弧 所 租 成 ,我 们 用 yi Ys,…, 7 表 记 它们 ;我 
们 将 用 au， Bi1; a2，B2;…; on，B。 爱 记 十 些 弧 与 及 的 那些 绚 分 界 的 各 
点 的 被 坐标 。 依 一 般 玫 馈 , 我 们 用 芋 , 及 了 , 表 记 施 於 弧 工 的 外 力 的 分 
量 ; 用 凡 及 如 表 记 强 性 位 移 。 由 於 840 的 公式 (4 ),(8 ) 及 (9 ), 我 
们 的 问题 的 高 泵 刹 画 数 满 足下 面 的 兆 界 条件 : 
在 M 上 npg) Lp) — HE =2n ut iy), (1) 


在 yb oO 二 到 CD + HO=i CE, ti d+ (2) 
我 们 就 把 并 些 休 件 沟 样 窒 出 。 合 境界 点 的 画 数 5(C) 及 /() 的 定 闵 篇 


3) -| 殉国 (3 ) 
x 十 1 在 上 L 上 ; 
fC | -i (X,Y ,ds 在 L 上 ， C4) 
2 (s+ by) 在 性 上 。 
在 每 一 个 弧 yx 上 确定 积分 
| (Xi ,ds 


所 余下 的 未 定常 数 可 能 壹 标 地 择 取 , 伯 使 (6) 在 ,例如 ,ax 点 已 是 过 
续 的 。 最 后, 我 们 又 误 


— Ox 在 Yx 上 ， 
oO- (5) 
0 在 改 上 。 
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用 汗 些 表 刀 ,条件 ( 工 ) 及 ( 2 ) 可 写成 : 
wp OPO LO -MOO + (6) 
如 一 般 的 ,确定 历数 p(2) 是 主要 的 ;其 人 后 就 可 能 求 得 A(z), 即 利用 
(6 ) 计 算 它 的 境界 值 , 然 后 由 此 用 柯 西 或 施 吐 而 奖 稿 分 得 出 (2)。 
我 们 试 从 事 放 p(x) 的 鞠 求 。 用 
z 元- T(z; Ldo 
乘 等 式 ( 6 ) 的 雨 饮 , 泪 治 境界 0 积分 ,过 喜 的 7(z; 5) 是 区 域 的 施 容 
而 奖 校 。 重 槛 § 各 的 讨论 ,我 们 得 
wz 全 一 本 | OMAOT Ge Dao -| TOT Da 


-| FOTG; Dac+ 元 | CCOTC dre (7) 


方程 ( 7 ) 可 能 位 化 。 
我 们 南 回 局 § 入 的 恒等式 (23) 


元 | FOO Te; Odo = FC), 


进 式 对 任 一 在 刀 中 正则 的 夯 数 了 (z) 说 是 正确 的 。 在 42 中 已 建立 
gp'(z) 是 在 刀 中 正 妈 的 ,所 以 


元 | pL Tz; dc= 90) 
在 得 恒等式 中 我 们 试 分 2=a。 相 减 , 我 们 得 


二 | TOG; -Ta, do=0, (8) 
我 们 试用 z 乘 恒等式 (8) 站 由 (7) 沽 之 。 在 (7) 中 左 湿 的 第 三 项 多 成 
-去 | COP; Cade= 


- -二 | .7 {LCDTG; O27, OR 


-二 | OE IEDTG; -aT 1 dr, (9) 
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OC 


过 楼 ， 徽 商 《6 和 从 方程 (7 ) 消 去 。 我 们 又 注意 ， 除 挤 潮 数 项 不 定 外 ,入 
分 ( 9 ) 的 核 是 在 包括 境界 的 区 域 卫 中 速 丢 的 。 我 们 将 用 尺 (z;《) 表 训 
积分 ( 9 ) 的 核 。 

我 们 转 到 在 (7 ) 中 左 温 的 第 二 项 。 依 照 定 义 二 用 8$41 的 公式 (27) 


| SPOT dr= te| p(T bdo= 


-如 reepo 0 
转 到 方程 ( 7 ) 的 右边 部 分 ,我 们 裘 下 
|), OT Dar=PG)。 (11) 
再 考 ,依照 定 闵 ， 
二 | OTG; Dac=- 妆 下 | YG; ouc= 
= DOr Pre), (12) 
其 中 我 们 已 由 和 
Pr = 一 和 | Tz; Dao。 
公式 (9 ) 及 (12) 尤 许 把 方程 (7 ) 引 到 下 式样 : 


“plo — |, Ea Es] pO PG; ac+ 


+ 去 | PO KGa; do =P (2)+ SOFilz), (13) 


现在 合 zt, 其 中 t 是 上 的 点 。 利 用 柯 西 型 积分 的 极限 值 定理 ， 
我 们 得 到 奇 性 积分 方程 


Do -| Ea pC PG, aot 


+ 二 | PE KG, bdo =2 p00) +2 DOF, (9) 
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-一 一 mw mm mi IT JI。 ee 


- 二 -一 -一 一 CC C—O” 


我 们 就 把 第 二 亲 及 第 三 个 积分 移 到 右 小 去 ,然后 用 GC) 表 记 这样 
所 得 的 右 选 部 分 。 基 


(Do -| EY dG). (15) 


暂时 把 6() 党 作 是 已 知 的 数值 ,我 们 能 解 出 方程 (15)。 用 $27 的 
公式 (8 ) 
在 L 上 9 的 = 一 二 $0)- 


x 十 2? (二 人) | 二 (和 A) ee dL+ 


~ Anno i t— Br 45 一 0 
+ Qtb m= In (- 二 )。 
IT Gad"(t—B" i 


我 们 试 分 得 解 符合 p(2) 是 在 ax 各 点 连续 的 台 求 。 篇 此 必要 且 充 分 的 
休 件 是 Qn1(t) 一 0， 於是 


在 元 上 p(t)=— 2 GO 一 
-4 |, GK) Td 0) 


我 们 起 简短 地 概述 以 熏 解 出 的 疲 允 。 相 到 现在 谷 留 篇 任意 的 常数 
ov 可 能 渤 楼 地 选 定 , 伸 使 pCD) 在 PB; 各 点 处 也 是 圳 秆 的 。 我 们 试 以 汉 


些 数值 代 人 (13) 及 (16)。 再 者 ,在 积分 一 -于 基 | 多 尼 中 我 们 就 


以 1) 式 代 蔡 Xe)。 此 和 合 指 出 的 积分 的 核 变 坊 纸 对 可 积分 的 。 现 在 我 
个 在 (13) 中 分 zt, 其 中 过 次 表 记 境界 C 的 任何 点 。 在 所 有 积分 号 
下 取 株 限 是 可 能 的 ,各 引 我 们 到 下 式 栋 的 积分 方程 


np | KC, pao—| EG, dod = 0 (17) 


其 中 Q() 是 已 知 的 画 数 。 在 芝 方 程 中 把 实数 部 分 及 碰 数 部 分 分 开 熏 ， 
我 们 得 南 侦 费 列 德 和 莹 型 积分 方程 租 。 可 能 司 明 ,着 粗 方程 ,因而 方程 
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C17), 都 恒 是 可 解 的 。 解 出 方程 (17) 馈 ,我 们 求 得 yl) 的 境界 值 ,大 是 
9(z) 就 可 能 用 它 的 境界 值 由 柯 西 积分 建立 了 。 
”弹性 理 避 的 混合 问题 在 1. HE. 考评 曼 的 工作 [37 h,k] 中 化 述 得 十 
分 说 炎 。 我 们 看 出 ,在 [37 hl 中 方程 (15) 是 用 深 於 复杂 的 方法 解 出 的 。 
$ 73. 区 域 灵 角 余 的 有 理 保 角 映射 和 的 情 涡 ”在 上 面 提 兆 的 论文 
[37h1 中 4. HH. 雪 鲜 曼 种 明了 下 面 的 定理 : 
知 利 用 Wl D 保 角 映射 到 图 上 ,得 半 区 域 的 弹性 理论 


A. H. 罗 仙 有 的 出 朋 和 方面 H. If. 称 斯 黑 里 施 竣 利 在 基本 问题 
的 类 似 定理 的 及 明 中 所 利用 的 讨 葵 相 吻合 的 。 在 过 豪 我 们 重 述 区 . 
等 南 曼 的 讨 洽 , 牙 对 它 作 一 些 无 天 重要 的 更 改 。 

分 z=w(7) 篇 把 区 域 也 保 角 映射 到 加 |7| <1 上 的 画 数 。 训 映射 使 
”境界 0 多 篇 图 周 |*| =1, 我 们 将 用 了 表 记 全 图 周 ;而 缴 粗 合 工 及 履 殉 
答 某 弧 组 合 及 NM 在 得 衷 十 MM'=T。 弧 y; 炎 篇 图 周 了 的 某 弧 
yr。 我 们 试用 a 及 Bi 表 记 红 yx 的 雨 端 。 我 们 又 表 读 

C=w(0), poT)) =BC7), Vo)) =P0), 
flolo))=P(o), Solo))=6(0), Clo(0))=01(0), 

现在 在 872 的 (6 ) 中 我 们 试 代入 《一 wu(c)。 指 出 的 公式 就 取 下 式 
样 :: 

“Bo) B10) Bo) — SDC) Po) = PO) + 00) (1) 
根 所 假定, 面 数 oCo) 是 有 理 的 : 

2(0) 一- 败 29-， 


其 中 a(o) 及 6(o) 是 多 项 式 。 由 此 


w'(0) = 0 a(o)b' (oo) 和 ， 


其 中 a1(0) 及 01(0) 也 是 多 项 式 。 再 者 ， 


[§78] 区 域 释 需 贺 的 有 理 保 角 映射 的 情况 825 


w (0) = (0) 
Do) 
在 ai(c) 及 pc) 中 把 所 有 它们 的 公 数 换 成 神 共 元 值 ,我 们 就 用 


a1(0) 及 5i(o) 表 所 这样 得 来 的 多 项 式 。 则 
ai(a) 一 0i(c)， 01 0) 一 Di(c)。 
但 是 因 篇 |c| ==1, 故 5= 二 ,所 以 
G1(0) 一 a(), bi1(0) 一 (=). 
由 此 显然 ，57C5] 是 o 的 有 理 丽 数 ; 旭 关 从 画 数 28CJ、 也 可 同样 


w' (0) 
地 膏 。 既 然 是 有 理 的 ,过 曾 籼 便 能 用 十 多 项 式 的 商 求 表示 : 


(2) 


我 们 注意 ,多 项 式 7(o) 在 了 上 不 构成 圾 ,否则 w'(o) 在 7 上 就 将 克成 
寺 , 而 映射 就 将 不 是 保 角 的 。 然 而 ,在 了 的 训 面 7(o) 能 有 堵 点 。 我 们 
试用 / 表 记 各 些 敌 点 的 个 数 。 显 然 , 7 入 5。 
我 们 试用 
1 7?(0) do 


DY OTt 
乘 等 式 (1 ), 其 中 z 是 卫 训 面 的 点 , 冰 沿 了 积分 。 回 情 画 数 51(o) 及 
Co) 的 定义 ,我 们 得 下 等 式 : 
“7(T)D(T)— 全 | WF) dr 一 wy| PVP) du- 


OG—T Dy Jr Oo—T 
ODD ao | Pr) gos 
TF 
< OO | r(o) 
+ 2 a yi OC— Gr de (3) 


我 们 试 硝 究 ( 3 ) 的 左 洲 部 分 。 由 已 知 居 等 式 
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D1 


1 | Ao -人 (s>>0)， 


rr 一 0 (8S<0)。 
”接着 知 : 若 4(o)= Hho, 
周 wi), 人 00 = 34 5。 


过 尤 许 箭 单 地 计算 ( 3 ) 左 潍 的 末 十 积分。 分 
(7) = 与 mn， yO)= Dr 0, 


则 p(B = Do DBD 


E Pi 一 4 _ 
r(o)W(o) = > 0” 全 ?rbkteo 


现在 显然 
|, EDAD do = Dr D3 (8 十 1Uxriakts (4) 
元 | CoEACD do = > Ts D7 Dkrso (5 ) 


我 们 试用 4, 及 B, 分 别 表 记 《 4 ) 及 (5 ) 中 的 傈 数 。 此 外 ,我 们 又 
引入 记号 
1 0) (0 ) do 


Pr GT 一 三 


=M(7), 


"(0) 
Er OT “5 -moD。 


把 所 有 得 些 代 和 人 (3 ) 中 和 后 ,我 们 得 
“TT)B(T) 一 > | TtcJZAa) dr= 


U—7T 


=M(7)+ 六 OF TE(T) — Ddr— Br, (6) 


@” 所 以 我 倘 设 罗 (0) =0。 如 已 知 的 , 遵 永 能 事先 要 求 。 
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我 们 注意 ,方程 (6 ) 的 右 滤 部 分 是 在 7 圳 面 正则 的 。 需 了 简短 起 见 , 我 
们 武 用 入 (77) 表 记 它 : 


NO)=M(D)+ CO, nt)— > A,t D> Bt, 


现在 分 7 一 00, 其 中 oo 是 在 7 上 的 任意 点 。 巍 用 关於 柯 西 积分 梳 限 值 
的 定理 ,我 们 ,如 在 前 凶 中 一 样 ,得 奇 性 方程 
Gx—Dr(o) oo) —<t | TY qo ~-N(o)。 (7) 


也/ C—O 


得 态 程 与 前 节 的 方程 (15) 本 质 上 地 相 陶 合 目 它 的 解 可 能 依照 $72 的 
公式 (16) 类 全 地 高 出 : 
二 


在 世上 oo)G(Cco) 一 一 N (oo0)— 
-| 8) 


我 们 就 改 窟 公式 ( 8 )。 依 照 柯 西 型 积分 标 限 值 的 定理 ,我 们 有 : 
o— Bx An N(o) — 
pr 工 (于 I 一 00 “co 


-e+ 


Oo—0 


+lim ji | 在 (2 三 序 及 让 No) do 


T3008 Oo — Ql), OO—7T 
以 叱 代入 (8 ) 中 ,我 们 得 : 
在 了 上 rloo) Bloo) = N00) — 
x 十 1 T—Qr \” — Bx ) 
-lim1 和 (人 |， 二 (A) 0 do '。 (9) 

在 颖 式 (9 ) 的 十 渴 中 的 画 数 都 是 解析 的 ,在 了 的 右面 正 旭 的, 且 淫 
十 责 数 在 弧 租 合 L 上 是 相等 的 。 解 析 拓 展 原理 可 肯定 指出 的 两 面 数 
是 在 ! 的 喜 面 屋 等 的 : 
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_1 - 
Tr(TID(7T)= 本 N(7) 


-1 详 ( 王 多 ) | fr (06:)" No ur。 (10) 


45r2M ki Liki\o—Qr/ oO—7 
公式 (4140) 的 右 小 部 分 售 有 nn 十 1 个 未 知 常数 0C%, js,v。。 车 雄 
定 它 们 , 剧 仅 式 (10) 灯 出 我 们 的 问题 的 解 。 生 些 未 知 常数 可 能 和 从 下 面 
的 人 条件 来 确定 : 
(1 )G(r) 在 各 Bi 点 是 束 重 的 。 
(2 ) 在 了 的 豪 面 ,在 7(r) 是 替 的 那些 点 (10) 的 有 浪 部 分 也 炎 成 
零 ; 篇 了 使 8(7T) 是 在 了 中 正剧 的 ,这 是 必要 的 。 


( 3 ) 右 浊 与 左 渴 泰 惑 尔 傈 数 是 相等 的 。 
《4 ) 我 们 试用 元 -一 乘 等 式 ( 荆 ) 的 共 地 式 , 北 沿 卫 积 分 。 划 
我 们 得 
1 (| wo) @(c)，， x+If Fo) ,FD 
a re oz 
1{f FCO), _ _&oO[f do 
-| OD 


我 们 试 以 从 (8 ) 得 来 5(r) 的 式 子 代入 (11) 中 。 在 右 浪 及 左 瀑 比 较 
的 相同 老 的 泰勒 页 傈 数 ,我们 得 到 最 末 一 和 组 人 条件。 
”所 有 所 说 的 引 到 一 组 粮 性 方程 , 可 由 它 
们 来 确定 所 要 求 的 常数 。 

8 74. 流 晕 已 知 形状 的 哎 的 流 穆 膛 动 间 
题 ”我 们 试 考 完 关 惟 流 过 充分 平 请 的 不 闭合 
的 纸 4B( 图 22) 的 流 称 汉 动 的 闫 题 。 

二 问题 可 能 用 $35 的 方法 解 出 ,但 是 滨 
方法 在 不 于 合 的 境界 的 情况 中 引 到 和 结构 相当 

图 22 槛 杂 的 非 弗 列 德 和 蒙 积分 方程 。 所 以 我 们 上 将 

用 另 一 方法 解 我 们 的 半 题 , 序 , 我 们 试 证 示 可 能 引 它 到 某 奇 性 积分 方 
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与 在 8 35 中 所 谣 的 不 同 ,我 们 将 假定 在 无 过 速 碎 流 动 速度 的 方向 
是 与 x 轴 成 有 角度 的 。 合 在 然 帘 开 处 流动 速度 的 分 量 等 於 U 及 矿 。 上 
速度 的 复 势 w(z) = 二 g(z, 2 人) 十 名 y) 在 无 宕 这 万 满 足 休 件 

lim [wz 一 (DT 一 廊 )]=0。 (1) 

我 们 将 假定 缴 4B 是 固定 不 动 的 。 旭 在 弧 上 必须 满足 等 式 [ 见 $35 的 
(3)] 

v=0", (2) 

我 们 的 问题 是 在 匡 求 在 缴 4B 外 面 是 解析 的 站 满足 条 件 ( 们 及 (2) 
的 画 数 w(z)。 在 过 样 的 形式 中 间 题 确定 不 出 来 ,所 以 我 们 又 添 一 附加 
的 条 件 : 

在 颖 4B 的 全 部 上 ,或 者 4 点 可 能 除外 ,流动 速度 是 有 限 的 @。 

我 们 就 裘 旋 

w 2)— Uo)= 2), (3) 
醒 数 w(z) 是 在 4B 外 面 正 妈 的 ,站 在 无 窗 下 不 等 於 雾 。 我 们 试 求 它 在 
4B 上 所 满足 的 条 件 。 我 们 就 用 t 表 记 弧 4B 的 任意 点 C 的 复 坐 标 , 芷 
用 :天 和 弧 40 的 长 度 。 由 ( 2 ) 接 着 知 ,在 4B 上 3 一 0。 再 者 ， 


op op dr WW dy, ty dt 
5s Br ds By ds -mw gs ): 


我 们 试用 8 表 记 在 0 点 4B 的 切 粮 与 x 轴 间 的 角度 。 则 -一 oo。 现 


在 由 末 雨 等 式 接着 得 
Im{w(t)ett}=V cosd—U sin 8, (4) 
我 们 上 稀 琵 求 形式 篇 柯 西 型 积分 的 如 下 的 画 数 w(2): 


C—Z 2 


w(%) 一 1 | Toe de _ | T(C)do (5) 


5 一 2 


272 


O@ 会 并 [21]。 


rr "i 
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其 中 ac= | 尼 | 及 6 是 在 点 45B 的 切 粮 与 轴 则 的 角度 。 我 们 将 假 
汶 夯 数 T(6) 是 实数 。 在 (5 ) 中 的 积分 可 能 解释 篇 沿 48B 分 佑 着 的 县 
有 密度 T(E)》 的 涡 旋 元 的 和 和。 与 此 相 详 ，M，A. 拉 符 钢 契 夫 叫 画 数 
Te6) 篇 “ 鸿 旋 疼 数 ”。 

介 z 溃 趋同 弧 4B 的 点 tf 根据 柯 西 型 积分 标 限 值 的 定理 


oo) 一 十 于 GDe- 十 元 | Tod 


《一 
以 此 代入 (4 ) 中 ,我 们 得 具有 未 知 
1 T(E) e'90dt 加 加 
Im |, | 一 eos U COS 从 ( 6 ) 


的 奇 性 积分 方程 。 方 程 ( 6 ) 可 能 授 子 另 一 式样。 我 们 就 用 9 表 志 向 量 
;一 5 恰 x 轴 间 所 成 的 角度 ,而 用 7 表 记 证 向 量 的 其 度 。 有 人 和 一 t= 一 +e， 
且 欠 而 ， 
工 TC) ee-0dt T(E) e009) _ 
Im} | (=—R o} 训 27 | do | 


2r2 一直 小 


_1 | T(L)eos (8—0) J 

Do 7 ” 

现在 方程 (6 ) 了 到 下 式样 

二 | 人 4eo8e 0 do=V eosd—Using, (6) 


2 
8 一 0 的 数值 是 疝 量 i 一 /的 方向 与 在 1 点 4B 的 切 缚 闻 的 角度 。 引 
人 人间 量 二 的 方 癌 和 与 在 C 点 强 4B 的 法 综 间 的 角度 (7, n)， 我 们 有 : 
COS (0— —0)= = 
革 答 出 方程 ( 6 ) 的 新 形式 : 
去 | ED CT 出 do = V cos 8—U sin 9, (6,) 


方程 ( 6 ) 有 无 数 多 个 解 。 它 们 , 代 大 《5 ) 中 ,都 答 出 各 感 有 限 的 ， 
4 及 B 雨点 臣 可 以 例外 ，w(z) (所 以 ,也 输出 过 样 的 流动 一 度 ) 。 依 照 


rr 
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— ee ee ee 
一 


我 们 所 法 的 条件 ,在 也 点 的 速度 必须 是 有 限 的 。 放 是 o(z) 在 点 必 
须 是 有 限 的 ,而 从 了 居 必 须 使 PC) 在 得 点 网 成 零 。 事 实 上 ,我 们 试用 
a 及 BB 表 记 4 及 8 雨点 的 复 坐 标 。 郎 : 

a) = | TQ) ac+ Hb) In pz 


Qa—2’ 
TC) =T() oe, (7) 

可 能 体 明 ,车 TC) 是 方程 ( 6 ) 的 任 一 解 ,在 (7 ) 中 的 积分 当 zB 时 
是 速 续 的 @ 。 但 是 在 过 样 的 情况 中 仅 当 了 1(8) =0 时 , 朗 仅 当 了 (8) 0 
时 , o(z) 将 在 z= 6 契 是 有 界 的 。 我 们 对 方程 ( 6 ) 的 解 也 将 加 于 道 个 
人 条件。 

在 一 般 的 情况 中 方程 ( 6 ) 没 有 有 限 形式 的 解 ; M. A. 拉 符 钢 契 志 
在 提 过 的 论文 [231] 中 发 挥 它 的 近似 解 的 方法 。 在 下 面 我 们 答 出 两 个 最 
简单 情况 的 准确 解 , 郎 当 4B 是 直 焰 的 一 段 或 是 图 的 弧 日 。 

(a) 合 4B 是 实数 轴 的 (一 aa) 段 。 在 过 情况 中 #8=0=0, 及 t 
的 数值 是 实数 ,方程 (6 ) 简 化 成 


g TC -Vy 和 
| XW (8) 
我 们 用 8$ 26 的 公式 (26) 把 方程 (8 用 机 


加 2 六 AM 好 一 0 UO 
TO- |, Et 
在 遵 公 式 中 的 入 分 已 在 $68 中 计算 过 : 
了 fa Va , 
地。 Pi 
所 以 ， 
Vi—0 ， 
= -7 ss C 一 一 2C。 (9) 


me 


_@” 道 维 明 可 在 M. A. 拉 符 锐 架 夫 的 诅 文 [21] 中 找到 。 
@。 在 险 区 [22] 中 M. A， 拉 符 铅 贺 尖 ，f1. 瑟 寡 柯 耳 跨 考 威 及 BAM. 雪 培 甸 夫 建立 
流通 能 弧 的 问题 的 奇 性 方程 组 , 瘟 利 用 广义 的 施 窄 而 欧 交 车 法 来 解 它 。 
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在 t=a 点 TW) 必须 杰 篇 办。 由 此 我 们 求 到 C = 一 22 广 ,及 


T()=— aVy 2 (10) 
现在 
oO= 一 五 | YE ee (11) 
往 了 计算 在 (11) 中 的 积分 ,我 们 分 
9 1Y a—t dt 
/| ~ (2(2) = | a+t 了 一 2 
， ~、 其 中 0 是 图 19 的 境界 。 我 们 有 : 
一 二 CC 一 上 
\Y- oT I 
在 TT 的 计算 中 我 们 已 玩 择 根 的 那个 数 
图 23 值 , 它 在 无 宕 速 碟 有 下 展开 式 


M1t2—a2 二 4 -te 
以 此 代入 前 面 的 等 式 ,我 们 求 得 


lim 


Do 


i 


男 数 2 是 在 0 的 外 面 正则 的 , 蕉 在 无 宽带 夏 等 於 i 由 此 接 
着 得 


OW Le 
我 们 试 以 (一 a,a) 段 往 当 十 次 代 赫 境界 C。 考 息 到 在 过 7 段 的 不 同 小 
2 有 不 同 的 正 氏 号 ,我 们 有 : 


二 | V 2 一 Qi _ 4 一 2 _ 
gy -ay C 十 上 一 2 CQ 十 2 


(2) = 


5 下 2 (12) 
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| 


最 后 
wl =U VY (18) 

(6) 现在 分 48 是 加 周 15|=1 的 距 。 我 们 用 “< 及 8 砂 记 绝 的 十 
问 的 复 坐 标 。 我 们 试 分 2 轴 的 方向 与 在 无 寡 速 不 的 流动 速度 平行 , 过 
标 就 了 二 0。 由 图 23 和 看 出 ，argt= 6+ 可 且 和 从 而， f= ea 下 一 ;et 
完全 同样 地 ,一 2e? 

我 们 试 把 (6 的 和 分 本 到 最 和 昌 的 区 了 

首先 ,ee 一 亡 。 再 者 ， 


ms) -| Om (ry): 
在 另 一 方面 ， 


t aL ft dL 了 
)= zy + ry Ea)° 


因 往 在 图 周 上 t= 地- 5 及 L 一 地 , 故 作 简单 计算 从 我 们 得 : 


tai C+t a 
2Re( yr) 
以 所 有 鞍 些 代入 (6 ) 中 ,我 们 得 方程 


了 人 +t d . 
| ?OF 2 


但 是 2 sin 9 一 过 (et— ei) —— (t+ 二 )， 
方程 的 最 生 式 样 和 将 是 
Ett a 1 , 
让 | TCD = 一 (t+ 地 )。 (14) 
我 们 斌 开始 走 向 壮 方程 的 解 出 。 我 们 就 考究 积分 


Oe (15) 
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io- 


显然 了 (z) 是 在 沿 弧 (a, B) 蕉 过 的 全 部 平面 上 正 妈 的 。 在 泛 喜 
P00) = -二 T(E) 学 一 4。 


Pd 


且 者 , 因 篇 核 


tz Lt C2 有 
积分 的 棕 限 的 定理 对 积分 (15) 也 是 正人 礁 的 : 


|, 07 全， 


(16) 
P=- 70- TO 
以 此 代入 (14) 中 ,我 们 得 : 
P(t) + Ft) = —2i( 十 二)。 (17) 


我 们 分 
FV -a) (2—B)=8(z)。 
无 宕 带 点 是 @G(z) 的 一 航 棕 点 。 除 去 半点 合 , 画 数 $5(z) 在 截 过 的 平面 
中 是 正则 的 。 我 们 试 焉 择 根 的 那个 数值 , 它 在 无 家 过 处 的 展开 式 是 由 
二 2 项 开始 的 。 则 可 能 袁 
6(z)= Az+ Do(z), 
其 中 Bo(z) 是 在 z= co 时 正则 的。 在 (17) 中 代 炎 了 F(z) 引入 B(z) 的 式 
子 ,下 考古 到 在 弧 (a, B86) 的 不 同 渴 根 有 不 
同 的 正 鱼 号 ,我 们 把 方程 (17) 炙 到 下 式样 
B.(1) ~ 一 
= 一 2 二 ja 一 语 。 
但 是 


多， (2) 一 At 十 Doilt) 9 
图 24 D0) = At+ Dolt), 
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Do) — Do) = —2i(tt 7) VB (8) 
导 方 程 的 特 解 是 
mo 一 一 元 | (CtE) CB (9) 
在 ?一 co 不 (19) 式 等 於 故 。 画 数 配 (2) 陶然 仅 是 在 无 病 连 谍 正 则 的 , 它 
在 z= co 处 能 全 等 从 菜 常 数 。 若 在 (19) 中 加 上 一 随意 常数 , 就 得 到 广 
程 (17) 的 通 解 : 
mo = 一 于 | (E+E) VC-B) 


篇 了 计算 最 末 积 分 ,我们 试 考究 积分 


OW = Br| (Ctr) VCE 
境界 了 已 在 图 24 上 表 出 ;点 z 的 位 置 是 在 了 的 外 面 。 在 《= co 点 的 
附近 , 根 屋 项 分 解 成 下 式 楼 的 劳 油 级 数 : 


V COB + 


在 Q(x) 式 子 中 的 稿 分 分 碾 两 个 。 第 一 个 我 们 坏 用 下 式样 表 出 
si) (VEOCB bt A + + 


27r2 Jr 


这 


包 


+ 二 | (Ft te) 


在 第 二 个 积分 中 袍 积 画 数 是 在 7 的 要 正则 的 因 之 各 分 等 尖 . 第 
一 个 积分 是 柯 西 积分 。 渤 忌 


去 RAL 
-， te Ce-8), 


再 者 ,在 优 宽 六 不 丽 数 ee 是 正 妈 的 , 且 有 成 数 一 1。 在 
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了 的 外 面 有 限 距 网 厂 它 在 【=0 及 【=z 处 是 及 有 残 数 -Ye 及 


于 VC 一 gJ0z 二 语 ) 的 极点 。 考 感到 依 须 时 针 方 向 缮 7, 非 应 用 残 数 定 
理 ,我们 求 得 


ranACS de B) Eo 


0 


pa C > VG-atz-B -~ oF —1] 
合 起 来 ,我 个 得 


QCG)=(z + 过) 2—0)(z—B) —22+ (eA) 二 
PC 
8 2 


境界 了 可 能 用 (a, 8) 段 往返 的 十 次 来 代 禁 。 过 给 我 们 
$2) 一 -i 十 CE 一 QI) (2 -Bb) 十 


ti( 22 一 2 上)2 -8) +1+ 8. ) (20) 


_ 且 和 从 而 ， 
GC) = —i(z+- 一 ) Va 8)+ 
+i(2— tPA Ko HI al )。 (21) 
由 此 
J. 1 ,a+B—2i4 
ri(et3 + Ve He 
CE 
+1+4~ )- TG (2 
疯 在 由 公式 (16) 接 着 得 
TO = [PD -PD -es tA 


_ (a— 2B) 二 1 一 -0+Y a8]. (28) 
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常数 C 是 由 条件 了 (8)=0 确定 ,而 常数 4 基 由 等 式 


雁 定 。 现 在 
1 (SST)e at 1 [s To) A 
Oa eA (2 
由 柯 西 型 积分 


| TO 
2x2 Jr (一 2 1) 


进行 ,其 中 了 是 图 24 的 境界 ,积分 (24) 是 容易 计算 的 。 我 们 将 不 给 出 
w(z) 的 最 合式 子 , 因 篇 它 太 繁 长 了 。 
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